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In den nachfolgenden Blättern gebe ich eine Grund-' 
legung der Variations-Theorie, die sich von der bisherigen^ 
Behandlungsweise dieser Wissenschaft nicht bloss' dem' 
Grade, sondern auch der Art nach unterscheidet. Denn 
in ihr ist der Beweis geführt, dass Alles, ^ya8 tiian für 
eigenthtimliche Variations -Operation ausgebt, nichts 
Anderes ist , als totales oder partielles Differenzial. Wird 
dadurch einerseits die Methode einfacher, leichter und 
natürlicher , so wird auch andererseits das Verständnis* 
der W^ahrheit eröffnet, und die dem Variations -Calcül 
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gebührende, aber im Systeme der Wissenschaft" so länge 
Zeit hindurch schwankend gebliebene Stellung nachge- 
wiesen und befestigt. 

Die Methode, die ich bei Behandlung dieser schwie- 
rigen Probleme gew^ählt habe, ist die kritisch unter-' 
suchende: ^e beginnt unscheinbar, wie die im Hochland; 
entspringende Quelle : durch Zuflüsse genährt und in 
stetem Wachsthum . begriffen , wird sie endlich . ein be- 
fruchtender Strom, reichlich im Stande, das anfange 
Fernliegende, scheinbar TJnfassbare, zu erfassen und 
zu begreifen, Dieeö Methode habe iti^h absichtlich *ge-x 
wählt,, damit Allen v die mit der Wissenscl;iaft:,auph hujr: 
einigermassep vei-ftraut sind, der Zugang zu diesen sopst so 
abstrusiönTJnters.uchung€^n.erl^ch,tert und geebnet ^vj^r^^, 

Variation beschäftigt . isioli m^t Xluterspcjjung uteri 
Maximum und Minimum. Das. allgemeine Criterium ist, 
dass für sie das erste Differenzial der gegebenen Function 
gleich Null wird. Ich weiss wohl , dass ausserdem noch 
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das erste Differenzial gleich Unendlich gesetzt und ex- 
perimentirt werden kann, ebenso, dass wenn für die 
gefundenen Werthe auch das zw^te Differenzial gleich 
Null wird , die dritten und folgenden Differenzialien unter- 
sucht werden, wie diess die Idee der exacten Theorie 
verlangt. Der Idee nach kann diess auch leicht fest- 
gehalten werden, woa so mehr, als die daraus fojgenden 
Operationen die nämlichen bleiben-, wie bei der gewöhn- 
lichen Behandlungsweise des ersten Diffe^renzials. In 
gegenwärtiger Schrift habe ich aber jederzeit das erste 
Differenzial bloss gleich Null gesetzt und demgemäss 
die Untersuchung fortgeführt, theils um ermüdende Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, theils auch, weil die wirklichen 
Variations - Probleme dieser Untersuchung schon durch 
das einzige Criterium, welches das erste Differenzial 
gleich NuU setzt, vollständig gelöst werden. 

Die bei der Untersuchung gebrauchten Zeichen 
erklären sich wohl von selbst. Für die totalen Dif- 
ferenzialien sind, wie es gewöhnlich ist, die stehenden 
d, d^ etc., für die partiellen die geschwungenen 8,8* etc. 

dz 
gebraucht, so dass z. B. ^ dy den Ausdruck bedeutet, 

der gefunden wird , wenn z als Function beliebiger Ver- 
änderlicher (Xy yy Vy w . .) Uoss SO differenzirt wird, als 
ob y allein veränderlich wäre. Entsprechendes gilt von 

^dfc, gT *9 g-g- ctedp.etc. Diese Bezeichnungeart ist 

auch schon von Andern vielfach gebraucht worden. 

Alle übrigen Punkte , die etwa noch zu erörtern sein 
möchten, sind in der Untersuchung selbst hinlänghch 
besprochen und erledigt worden. 

WiJyrzburg, 6. Januar 1861. 
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üeber Wesen und Inkdtt des Variations'Cdlculs. 



§ 1. 

Die Grundlegung der Theorie der Variations- Rechnung be- 
ginne ich mit der Aufzählung ihrer Probleme und der zur Lösung 
derselben unternommenen Versuche, da auch hier wie anderwärts 

CQ aus der Entwicklungsgeschichte der Wissenschaft am leichtesten 

^ eingesehen wird, was sie will, und mit welchen Mitteln sie die 
ihr gegenüber stehenden Schwierigkeiten überwindet. Dieser 
Prozess, in welchem sich der Variations- Calcul allmälig zur selb- 
ständigen Wissenschaft ausgebildet hat, ist zwar schon öfter, 

^ namentlich seit Lagrange, dargestellt worden; doch dürfte eine 

^ wiederholte Behandlung desselben Gegenstandes nicht überflüssig 
sein, da die Aussprüche über Inhalt, Begriff und Wesen des 

^ Variations -Calculs bei einigen Schriftstellern dunkel und unbe- 
• stimmt, bei andern aber geradezu widersprechend sind , so dass die 

g Thatsachen selber vorliegen müssen, wenn das Urtheil unbefangen 

0^ und frei bleiben solL 

Cm 

O § 2. 

JJ Der Variations-Calcul beschäftigt sich , wie bekannt, mit Auf- 

O findung von Functionen, die als solche, d. h. für alle Werthe 

der in ihnen enthaltenen Veränderlichen irgend eine gegebene 

1 



Function zu einem Maximum oder Minimum machen, während 
die im Di£Perenzial-Calcul vorkommende Theorie des Maximums 
oder Minimums die einzelnen Werthe einer Function heraus- 
stellt, welche diese zu einem Maximum Minimum machen. 

Das Problem über Maximum Minimum ist also beiden Wissen- 
schaften, dem DiflFerenzial- und dem Variations-Calcul, gemein- 
schaftlich; was sie beide unterscheidet, das verhält sich so, wie 
sich in der Algebra bestimmte und unbestimmte Gleichungen 
zu einander verhalten. Wenn die ersteren für die unbekannten 
Grössen je nach dem Grade der Gleichungen einen oder mehrere 
bestimmte Werthe liefern , > so geben die unbestimmten Gleichungen 
unendlich viele und continuirliche Werthe der Unbekannten, oder 
vielmehr eine Endgleichung von wenigstens zwei veränderlichen 
Grrössen, d. h. eine Fimction abhängiger Grössen, die sich mit 
einander ändern, so dass nicht mehr ein einzelner bestimmter 
Werth, sondern ein System unendlich vieler Werthe der Ver- 
änderlichen als Resultat auftritt. Diess findet nun auch bei den 
Problemen des Variations-Calculs statt, während die Maxima 
Minima Problettie des Differenzial-Galcnls nur einzebiö bestittimte 
Werthe der Veränderlichen geben, gerade wite die bestimmten 
Gleichungen der Algebra. 

§ 3. 

Nun war schon durch Format die gewöhnliche Lehre vom 
Grötöten Kleinsten in eine allgemeine Methode gebracht^ äi2ch 
war schon von Leibniz der sichere Algorithmus des Differenzirräs 
für die Behandlung dieser Lehre geschaffen, als Newton' im 
Jahre 1667 ein neues Problem aufstellte, nämlich ,^die Ourve «u 
finden, die dmrch diö Umdrehung um ihre Axe einen Körper 
beschreibt, der, wenn er sich in einem flüssigen Mittel nadi der 
Richtung seiner Axe bewegt, den kleinsten Widerstand findet.^ 
Diess ist von der gewöhnlichen Lehre des Maximums Minimums 
verschieden; dißnh' es handelt sich nicht uin einen oder mehrere 
ausgezeichnete Punkte einer gegebenen Curve, ^sondeom um c&ne 
erst zu findende Curve selber, Iknd- ia dieser nicht um eiiiea> 



oder mebröre Punkte-, sondern um alle Punkte in ihr. Denn das 
Minimum des Widerstandes $oll für den ganzen Rotationskörper 
gelten, dessen Oberfläche nicht durch einen oder mehreire^ ^onn 
dern diu-ch alle Punkte der verlangten Curve bestimmt wird» — 
Newton löste auch dieses Problem , verschwieg jedoch die 
Methode , die er dabei anwandte, und die offenbar voii der 
gewöhnlichen Differenzial- Methode verschiedeb war. 

Bald darauf gab Joh. Bernoulli seine berühmte Aufgabe 
über di^ Brachystoehrone, d. h. die Linie des schnellsten 
Falles, und forderte 1696 die Mathematiker auf, auch ihrerseits 
die Lösung dieses Problems zu versuchen, was denn auch von 
Leibniz, Newton, Jak. Bernoulli und Andern geschah. 

Man fand die Cycloide als die Linie, die dem schnellsten 
Falle ei^prioht, aber durch ein Verfahren, das sich wie der 
damalige Differenzial**Calcul am Anfange auf imendlich kleine 
Grössen gründete, dann auf fremdartige, vom DifferenziaL- 
Calcul abweichende Reflexionen überging und endlich das Resultat 
wieder in den gewöhnlichen Differenzial- Operationen gab« 

Hierauf schritt man zu verwickeiteren Aufgaben, zu den 
sogenannten isoperimetrischen Problemen, die darin bestehen, 
Curven zu finden, die unter allen Curven von gleicher Länge 
irgend eine verlangte Function zu einem Maximum Minimum 
machen, Untersuchungen, an denen sich die beiden Bernoulli, 
Taylor und Euler betheiligten. 

Jak. Bernoulli gab zuerst ein solches Problem, und schon 
glaubte sein jüngerer Bruder Joh. Bernoulli, es gelöst zu habe% 
als es sich zeigte, dass die gegebene Lösung irrig war. Jak* 
Bernoulli bewies in seiner Schrift: Analysis mctgni problematis 
isoperimetrid j dass man bei solchen Aufgaben, statt wie im 
Differenzial- Calcul zwei, nothwendig drei aufeinanderfolgende 
Seiten der Curven in Betracht ziehen müsse, da ohne diese Cor- 
rectur die Resultate unsicher werden. Selbst Euler irrte sich 
später in der Behandlung des Problems der Brachystoehrone im 
widerstrebenden Mittel, ein Problem, dessen richtige Losung er 
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erst in seinem 1744 erschienenen Werke: Methodm invmUendi 
Uneas curvas ^ maximi mimmke proprietate gaudentes^' zu geben 
im Stande war. 

§ ^• 

Dass Probleme , bei deren Behandlung zwei so hervorragende 
Mathematiker, wie Joh. Bernoullir und Euler, irren konnten, 
eigenthümliche und grosse Schwierigkeiten haben müssen, ist 
einleuchtend. Die Auflösungen, die zuletzt Euler in seinem 
erwähnten Werke giebt, beruhen mehr auf individuellem Räsonne- 
ment, als auf gleichförmigem Calcul, und die Verfahrungsweise 
ist so eigenthümlich , dass es unmöglich wu-d , von ihr eine kurze 
Analyse zu geben, daher diess bei Euler selbst nachgelesen wer- 
den muss. 

Dessenungeachtet bleibt Eulers Werk ewig denkwürdig, ja 
unsterblich — die reichste und ausgebeutetste Fundgrube der 
schönsten Anwendungen, der Abschluss aller Theorien, die von 
Leibniz und Newton an bis auf Euler versucht und aufgestellt 
worden waren, und endlich die Schatzkammer wohlgeordneter, 
in allgemeinen und unwidersprechlich sicheren DifFerenzial-Opera- 
tionen gegebener Resultate. — Eine pag. 56 dieses Werkes ein- 
gestreute Bemerkung: ^^desideratur itaque meihodus^ a resolutione 
geometrica et lineari libera, qua pateat mtcdi mvestigatione maxim 
minimive loco Pdp scribi deberi — pdP^'y gab Veranlassung, dass 
Lagrange eine von jeder geometrischen Betrachtung unab- 
hängige, auf allgemeinen Algorithmus gegründete Theorie der 
Variations- Rechnung gab, die aber damals noch nicht so ge- 
nannt wurde , da erst später Euler diese Benennung einführte und 
gebrauchte. 

Findet man nämlich, um die Euler'sche Bezeichnung bei- 
zubehalten, bei Differenzirung des Ausdrucks fVdx^ worin V 

/ dy d^y 

eine Function von x, y, p, q, r... ist: {p = ^, g = ^, 

r = ••) ^/^^^ = /(^^ + ^^y + ^^P + Q^ +..)dar 
(worin üf, NjPf'Q.. die CoSfficienten von dxydyy4p, dq . . 



beikeichnen), so giebt die auf gewöhnliche DifferenziAl-Operötix)- 
nen gebrachte Gleichung: 

dx dod^ 
die veriangteGurve. Diese Formel hatte Euler aufgestellt; aber 
er vermisste noch den allgemeinen analytischen Beweis dafür, 
den nun Lagrange lieferte, aber dabei eigen thüm liehe 
Yariations- Operationen mit dem Zeichen d anwandte. 

. ■ § 5. 

Euler, der diesen Beweis iih Jahre 1755 von Lagrange 
erhielt. Ward dadurch aufs Höchste überrascht, und spendete dem 
jugendlichen Mathematiker das unbedingte Lob, dass seine Auf- 
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lösung des Problems nichts mehr äu wünschen übrig lasse. 

Allein die Begründung der Lagrange'schen Theorie hatte 
ihre bedeutenden Mängel, und wahrscheinlich war es das Lob, 
das Euler. zu frühzeitig gespendet, das ihn. selber nicht ruhen 
Hess. Im Jahre 1764 erschienen von ihm zwei ausführliche Ab- 
handlungen über den Variations-Calcul (in denen er diesen Nam^n 
zuerst gebrauchte), die er später 1770 erweiterte und dem dritten 
Theile seiner Integral -Rechnung einverleibte. Damit nicht zu- 
frieden, gab er 1771 eine neue Abhandlung heraus, und brachte 
durch Einführung neuer Veränderlicher das Verfahren in eine 
mehr naturgemässe, in blossen Differeiizial-Operationen bestehende 
Methode. 

Auch Lagrange liess es seinerseits nicht bei seinem ersten 
jugendlichen Versuche beruhen, sondern bildete seine Entdeckung 
weiter aus, und gab endlich, ein halbes Jahrhundert später, in 
der 21. und 22. Vorlesung seiner Functionen - Theorie das ganze 
Lehrgebäude der Variations- Rechnung in meisterhafter • Kürze 
und Bündigkeit, ohne jedoch alle vorhandenen Schwierigkeiten 
heben zu können. 

,Was seit dieser Zeit geleistet worden ist, übergehe ich, da 
es nicht die Grundlegung und das Wachsthum , sondern den 
mehr gerundeten Auöbau det Wissenschaft betrifft. Dabei ist 



fisa bemerken, daas ddrOegenstaüd tinter der Hand um so eck^er 
wurde, je mehr man ihn abrunden wollte, und das^ öfter, wenn 
schon Alles geglättet und vollendet schien, bei neuem Eingehen 
ganz unerwartete Unebenheiten zu Tage kamen, wie die Unter- 
suchungen von Jacobi, Poisson, Dirksen, Ohm, Strauch 
und Andern zeigen. 

IMese Unebenheiten und Risse wachsen immer mehr und 
mehr und scheinen sich zu wahren Klüften erweitem zu wollen, 
wie Jeder weiss, der sich mit dem Gegenstande vertraut gemacht 
hat. Es ist fast überflüssig, das folgende Bekenntniss von Strauch 
(I, 164) anzuführen: „Es ist ersichtlich; dass jene Mathematiker 
ihre Lrrthümer begingen, weil sie ubear das, was sie unternahmen, 
nicht mit sich selbst klar waren, weil sie ohne alle Umsicht, 
Uebersicht und Erfahrung zu Werke gingen • . . Der Ausdruck, 
den sie für den esten Mutati ons-Coefficienten bekommen (der 
Verfasser setzt Mutation statt Variation, ändert aber sonst nichts 
Wesentliches im Varia^ions-Calcul), ist durch die Zufälligkeit 
des Calculs jedesmal richtig, während der Ausdruck der Mutations- 
Coefficienten ^er zweiten Ordnung, wenn sie ihn festgestellt 
hätten, in den meisten Fällen falsch sein würde.^ Diess und 
Stärkeres ist im Werke selbst, dem ausfuhrlichsten, das über 
Variations-Calcul erschienen ist, nachzulesen. 

Und in der That, wer nicht den eigenen Ruhm, nicht die 
hartnäckige Behauptung der Ehre der Wissenschaft, wo sie nicht 
ist, im Auge hat, sondern die ehrwürdige, schlichte und natür- 
liche Wahrheit selber sucht, wird sich gestehen müssen, dass 
der gegenwärtige Zustand der Variations- Rechung der sonst so 
vollkommenen mathematischen Wissenschaft nicht zur Ehre 
gereicht. 

§ 6. 

Betracditen wir die Variations*- Rechnung, wie ^ie gegeaar^ 
wärtig ist, so begegnen uns einige hervorragende und noch un- 
gelöste Schwierigkeiten: 

, a). Man lehrt,, dass Variiren und Differenziren versehieden 
sind, und gebraucht d als Symbol des ViMJireniB, während d u;^.§, 



;wi9<' bekfnnt^ Als %qibole. dqr iDiffe^enxiai - Operatioxiien ange- 
iWiendeti werden. Aj^^t ungeachtet aller vorausge^chickteii Erklaiv 
ungea un<} «ngeachtei4 der, y^rscluedeneu .Zeichen sind doch: d^ 
Variatiooa.«- Operationen ii^ aller und jeder Hingpicb,t identisch mit 
den Differeuzial-*OperatiQ]len); ja eQ ist kein Fall dezÜLbaf) ,i|i 
dean sie von ihnen verschieden sein könjnten; Worin liegt es. nun, 
da^ .man dessenungeachtet die den) Calcul fremdartigen Be^eicio-^ 
nen imd Zeichen nicht entbehren kann? 

b) In dem Variations-Ausdrucke./F(to, worin V eine Function 
von X, y Und ihren PüPerenzialien ausdrückt, sind x und y von 
einander abhängig. Um aber zu dem im yariÄtionö-Caloul ger 
wünschtep Besultate ^^l^ngen, zu können, muss m^n x und y 
von einander. Tun abhängig uel^men. : Diess Ifann man sich gegen 
ein Zeichen erlauben, aber an der Natur der Sache . gleitet jede 
solche Gewaltthätigkeit ab,. da durch blosse Namen-Erklärungen 
weder abhängige Grössen unabhängig ^ noch unabhängige von 
einander abhängig gemacht werden, können. Im Variations- Calcul 
aber mu^s man. diess thun, sonst .erreicht man das Resultat nicht. 
Worin liegt diess, und yrodurch wird ep vernaittelt? 

. c) Man setzt den Ausdruck d/Fdic glei9h Null, nnd muss 
es thun, um die Endgleichung einigermassen . rechtfertigen zu 
können. Und doch ist dieser Ausdruck nicht gleich Null; ja 
wehn man die Gleichung der gesuchten Grösse leichter aus Vdx 

dV dPQ 
als aus der Endgleichung.JV^ :— ' -i — h —^ — • • ^= herstellen 

kann; setzt man unbedenklich dfVdx ^^met Grösse gleich, die 
nicht gleich Null ifet. Wie sind solche Widersprüche auszu- 
gleichen?: .... 

,.,Ö) !Bel;d^l:Untßr3^(^h^tygö(berdießrenzw^rjbhf ((ire 
k$mfint,»ian .aiff .eä^ea.^deJJ ^wei Wesrtbiö^, die sel\r nje Awürdige 
i3ig€Woh4ften > hflbep, . I>af jeidqcfc.dieiGrewzwerthe willkürlich 
^d,. wfift sicfe .die lYwfrtiqnen arUgQui^in «auf alle Werthe 
emtreckcÄ /^qüssjea ,. so = hat . [map im . Erolflem: unendlich viele 
Grenzwerthej,di^ wcjh e^nera .b^stiinm^^n Syst^ffi :^^er Abhängig- 
keit continuirlich aufeinander folgen. Woher kömmt es, dass 
man nicht im Stande ist, diess Problem anzugreifen? 
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e) Wenn bei den Aufgaben der Differenzial - Rechnung 
die Criterien der Unterscheidung des Maximums vom Minimum 
im Ganzen höchst einfach, exact und jederzeit sicher sind, so 
dass kein Irrthum in ihnen möglich wh-d, so sind die in der 
Variations- Rechnung für diesen Fall aufgestellten Criterien das 
gerade Gegentheil; sie sind sämmtlich unzuverlässig, wie sich 
denn auch verschiedene Autoren bei einem und demselben Re- 
sultate widersprechen. Kein System der bisher zu diesem Zwecke 
aufgestellten Criterien, auch nicht das eben so weitläufige als 
abstruse von Jacobi, ist im Stande, auch nur eine halbe Sicher- 
heit zu gewähren. Woran liegt diess? 

Wer diese Fragen erwägt, der hat Veranlassung und Anhalts- 
punkte genug , sein Urtheil über den gegenwärtigen Zustand der 
Variations -Rechnung festzustellen. 

Und doch umfasst diese Wissenschaft den vornehmsten, höch- 
sten und ausgezeichnetsten Theil der gesammten Mathematik. 
Denn sie ist es, die über die tiefsten Geheimnisse der Natur- 
forschung entscheidet, da in der Natur immer ein Minimum der 
Kraft bei gleichem Erfolg, oder ein Maximum des Erfolgs bei 
gleicher Kraft stattfindet, weil die Natur mit Schonung der Kräfte 
wirkt und vorgeht. 

Mit Recht sagt Euler : ' Cum mundi universi fabrica sit per- 
fectissima atque a Creatore sapientissimo absoluta^ rUhü omnino in 
rmmdo contingit, in quo non Maximi Minimive ratio quaepiam elu- 
ceat; quam ob rem dubium prorsu$ est nullum, quin omnes mmhdi 
effectu^ ex caum ßnalibus ope methodi Maximorum ei Minimorum 
aeque felidter determinari queant , atque ex ipsis causis ej^ctentäms. 

Mäu kjanii daher äagen, dass im Variations -Cälcul die Kraft 
zur Erschliessung der Natur liegt, und dass alle Theile der Ana- 
lysis, der Geometrie und Mechanik, in ihr, als ihrer aller Krolie, 
Wipfeln, und in ihr erst ihre wahre Bedeutung finden. Ein^ solöhe 
Wissenschaft, wie die Variations -Rechnung, ist es werth, dass 
sie mit aller Liebe und Anstrengung gefordert wird. 



§ 7. 

Finden sich nun unlösbare Widersprüche, dann ist die Re- 
flexion erlaubt, dass man vielleicht vom Anfange an und in der 
Gesammtriehtung irre gegangen ist, und dass man daher vom 
Anfange an die wahre Richtung aufsuchen und gewinnen müsse ; 
und dass alle Verbesserungen und Verfeinerungen, die in der 
ursprünglich fehlerhaften Richtung angebracht werden, nur un- 
haltbare Resultate liefern können, die, je eifriger sie betrieben 
werden, um so mehr Blossen und Widersprüche zu Tage fördern. 

Denken wir uns die objective Wahrheit eines Gegenstandes 
in einer Linie entwickelt, und ebenso die menschliche Theorie 
der Erkenntniss dieses Gegenstandes in einer anderen Linie, so 
können beide Linien zusammen fallen und sich« decken; dann 
wird der Gegenstand erkannt, wie er ist, und die menschliche 
Erkenntniss ist eine wahre und voUkonunene Erkenntniss. Es ist 
aber auch denkbar, ^ dass sich die beiden Linien nicht decken, 
sondern unter einem grösseren oder kleineren Winkel durch- 
schneiden; dann bleibt der Gegenstand unerkannt, und die mensch- 
liche Erkenntniss ist irrig und unvollkommen, um so unvollkomme- 
ner, je grösser der Winkel ist, unter dem Wahrheit und Erkeniit- 
niss auseinandergehen. Und doch können sie den Durchschnitts- 
punkt gemeinschaftlich haben, so dass in ihm, aber nur in ihm 
allein der Anfang der wahren Erkenntniss liegt. Daraus wird 
denkbar, dass sich Wahrheit und Erkenntniss um so weiter ent- 
fernen, je weiter die Theorie in ihrer Ausbildung fortschreitet, 
ja dass sie durch das seitlich einfallende Licht der Wahrheit 
geblendet mit unglaublichem Eifer, mit Anwendung allar geistigen 
Hilfsmittel der begabtesten Forscher auf ihrem W^ge fortschreitet, 
und statt der Wahrheit näher zu kommen, immer weiter von 
ihr wegrückt, und darum auch nur stets und stets schwächeres 
Licht, von ihr erhält. 

Und sollte diess die wahre Sachlage sein, dann ist auch die 
Erwägung erlaubt, ob nicht die bisherige Richtung verlassen und 
eine ganz neue eingeschlagen werden müsse, da jedenfalls die 
Wahrheit ganz anderswo ,t als auf dem Wege der bisherigen 
Theorien gesucht werden muss. 
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§ 8. 
Zuerst imd vor Allem ist dann djEirauf eu sehen, dass der 
Ausgangspunkt richtig gefasst und unerschütterlich befestigt wird. 
Dieser kann bei der Variations - Rechnung in kekier Weise 
zweifelhaft sein, da sie im Differenzial-Calcul, und zwar in der 
Lehre vom Grössten und Kleinsten wurzelt, wo also auch ihr 
Ausgangspunkt zu treffen sein muss. . 

Dort, in der Lehre des Differenzial-Calculs vom Grössten 
nnd Kleinsten, muss ohne Zweifel irgend etwas übersehen, irgend 
«ine Lücke unbeachtet gelassen worden sein, eine Unterlädsung, 
die sich denn auch in den unsystematisch auftauchenden Variations- 
Problemen ankündigt, aber nicht ergänzt. Aehnliches hat sich 
auch schon in anderen Wissenschaften zugetragen, und kötnmt 
täglich in den Erfahrungswissenschaften vor; die insfinctaHig 
auftauchenden Probleme können nicht gehörig gelöst werden; 
Streben ist wohl d£(, aber zum Vollbringen fehlt das Licht der 
systematischen Entwicklung. 

§ 9. . 

Bei der Musterung der Theorie des Maximums und Minimums 
Im Differenzial- Calcul begegnen uns der Reihe nach die Functio- 
nen einer, zweier und mehrerer von einander abhängiger 
oder unabhängiger Variabein. ^ 

Beginn to wir mit der Function ein ^r Veränderlichen z =/a;, 
in der z nur von x' abhängig ist^ so giebt di '=: die' Werthe 
vonA?, welche Ä zu einem Maximum Minimum machen, je nach- 
dem €^z fiir die gefundenen Werthe von x negativ oder positiv 
wird. — Bei diesen Functionen ist schlechterdings kfeine L'ficke 
zu entdecken, der Gegenstand ist in 'sich abgerundet und abge^ 
schlössen. ' ; ■ 

Gehen wir zur nächsten Function ä = / (x; y), iii' der 
X und y von einander unabhängig sind , da ihre Abhängigkeit durch 
keine Bedingungs- Gleichung gegeben ist, so treten Maxima und 

Minun^ ein, wenn ^r- un^ ^ eip;5eto .gleich Null sind. Dipse l^^i^ 

den Gleichungen V- == Ö und V- = 0^ bestiniimen die beiden tJh- 

^ dx öy . . • ■.,. ,• .. . .<. .1 i 
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be]^xmten x imd y, für wd.cbe a ein Maximuin Minsmiim wird. 
Ersteres tritt ein , wenn für die gefundenen Werthe : ^^ = — 






und zr-Ä == — und ^r-s X ^ >► [ww) ' Mmunum aber tritt 



ein, wenn g-, = + und g-, = + und g-, X ^p .::- (g^j . 

Diese Criterien sind exact und vollkommen sicher; es ist nichts 
beizusetzen und es scheint nichts unterlassen zu sein. 

Und dennoch!, däucht mir, finden sich schon in diesem so 
einfachen Falle der Functionen zweier unabhängig Veränderlicher 
einige Punkte, die unerörtert geblieben sind, I^ücken, die doch 
wenigstens zur Sprache gebracht zu werden verdienen. 

Z, B, die Frage, was denn wohl hervorgehen möge, wenn 

statt beider partieller Differenzialien g- und ^. nur eines. gleich 

Null wird, während daa andere einen beliebigen Werth behält? 
So viel ist klar, dass ein solcher Fall nicht ein absolutes Maximum 
Minimum für einen Punkt giebt, ja dass er nicht einmal irgend 
einen einzelnen Punkt bestimmt, da nur eine Gleichung für 
die "bei den Unbekannten x und y gegeben ist, woraus nicht ein 
Punkt, sondern eine Curve folgt. Und doch inuss eine Eigen- 
schaft der gegebenen Function dadui^öh- ausgedruckt sein, und 
vielleicht eine Maximum -Minimum -Eigenschaft, aber in anderem 

Sinne , da statt der zwei Gleichungen 77- = und ^ = nur 
eine, entweder n— = oder 7p == gegeben ist. 

Aehnliche und viel grössere Lücken finden sich b^i deiirUTiter-i- 
suchung der Functionein dreier. oder mehrerer lunabhängig Ver*- 
änderlicher, in denen eine, zwei oder mehrere Gleichungen ,weni- 
ger gegeben sein können, als Variable, vorha^dei^ ^iqd. 

Warum diese Lücken in der Differenzial -^ Behandlung der 
Maxima-Minima-Probleme unausgefnUt geblieben sind^ daf&r ist in 
der. Geschichte der Wissenschitft kein Grund zu finden; aber es ist 
einlqucbteAd 9 dass die^ ]]iucken iHiter$ucbt werden müssen« >weinn 
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der Differensiitl * Calcul auf Vollstähidigkeit Anspruch machen wilL 
Denn selbst den ungünstigsten Fall angenommen, dass diese Unter* 
suchungen keine brauchbaren Resultate liefern, so erkennt man 
diess doch erst nach angestellter Untersuchung^ und auch diese 
Erkenntniss ist Gewinn für die Wissenschaft. 

Nehmen wir die Gleichung einer Kugelfläche, und die Ordi- 
nate z als Function der beiden unabhängigen Ordinaten x und y, 
z = 1/r* — x^ — y*5 so geht für diese Gleichung die Ordinaten- 
Ebene durch den Mittelpunkt der Eugelfläche, und dieser Punkt 
ist der Anfangspunkt der Ordinaten x, y, ä.. Es ist einleuchtend, 
dass die Ordinaten z in der Peripherie d. h. im Durchschnitte der 
Ebene XY mit der Kugelfläche, gleich Null sind, dass sie dann 
von allen Seiten gegen die Mitte der Kugelfläche grösser werden, 
und endlich in der Mitte für « =zr r ein Maximum erreichen. 

Diess zeifft auch der Calcul; denn ^r- =" = 0; ^r- z=: — ? = 

^ ^ dx z ^ dy z 

geben x = 0, y =^ 0, d. h. die Mitte der KugelflSche. 

Die Criterien des zweiten Differenzials geben dann rp, je 

^ nachdem z = dzyr^ — x** — y* genommen wird, also ein 
Maximum oder Minimum, je nachdem man die Kugelfläche über 

oder unter der Ebene XY betrachtet. 

oz 
Was entsteht aber, wenn bloss einseitig etwa n— = ge- 

^z ■- **• 
nommen wird? Da tt- = ist, so wird a? = 0. Diess ist die 

üx z ^ 

Gleichung einer Geraden, die mit der Axe Y zusammenfällt, 
oder die Gleichung der senkrechten Eb^ne FZ. Dioße. durph-r 
schneidet die Kugelfläche in einem grössten Kreise, dessen 
Gleichung, da a; = ist, ä r= j/^r* — t/* wird. Dieser grösste 
Kreis hat die Eigenschaft, dass seihe Ordinaten z durchweg, 
von y =± -t-r, bis j/ = — r, grösser sind als alle rechts und 
links liegenden Ordinaten disr auf ihm senkrecht stehenden 
Parallelkreise, die izwar demselben Werthe j/, aber nicht mehr 
dem Werthe x = 0^ sondern o? = ± entsprechen. 

Die gefundene Curvö z = \/r^ — t/' hat also die Eigen- 
schaft , dass jeder Punkt der Kugeloberfläche , der in ihr liegt. 
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zwar nach einer Riehtung, parallel mit der Axe X Maxima 
der Ordinalen z hat, nicht aber auch nach der anderen Richtung, 
(nach der Axe Y,) denn in dieser Richtung wachsen die Ordi- 
naten z continuirlich von y = — r bis y = 0, wo sie ein absolutes 
Maximum erreichen, und nehmen dann ab bis j^ =r -f-^- 

Mit anderen Worten : Die gefundene Curve ist der geometri- 
sche Ort aller absoluten Maxima der Ordinalen is, Maxima, die 
jedoch nicht für die gefundene Curve, sondern für die auf ihr 
senkrecht stehenden Parallelkreise eintreten. 

IHeses Resultat gleicht sehr den im Variations-Calcul ge- 
fundenen Resultaten. 

§ 10. 

Wählen wir ein anderes bekanntes Beispiel* Der Meridian 
eines Ortes durchschneidet Aeqi^tor und Parallelkreise so, dass 
alle Gestirne, in welchem Parallel sie auch sein mögen, in 
ihm ihren höchsten Stand über dem Horizonte erreichen. Stellen 
-wir die Frage: welche Curve (Function) hat die Eigenschaft, 
dass sie die Höhe aller Gestirne über dem Horizonte zu einem 
Maximum macht, so finden wir den Meridian, und diess ist die 
im Variations-Calcul gesuchte Curve öder Function; die jedes- 
malige Höhe eines Gestirnes über dem Horizonte ist aber nicht 
für die Punkte des Meridians ein Maximum (denn dieser hat 
nur ein einziges Maximum, nämlich den Punkt des Zeniths), son- 
dern diess Maximum tritt für die Parallelkreise ein, indem 
die Gestirne vor und nach ihrem Durchgange durch den Meridian, 
also diesseits und jenseits. Östlich und westlich, in den Parallel- 
kreisen, tiefer stehen, als im Meridian selbst. Der Meridian ist bloss 
der geometrische Ort aller Maxima der Höhen der in den Parallel- 
kreisen sich bewegenden Gestirne. 

§ 11- 

Ist dieser Gesichtspunkt einmal gewonnen und festgestellt, 

dann muss darauf gesehen werden, dass er möglichst allgemein 

bleibe , und nicht im Voraus zur Einseitigkeit herabgezogen werde. 

Alles kommt nun darauf an, dass bei Functionen zweier unab- 
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hSngig VeränderHcliefer statt zweier Gleicfaungen nur eine , bei 
FuDOtionen dreier unabhängig Veränderlicher statt dreier Gleich«* 
ungen hur aw^ xMler nur eine u. s. w. statfinden, und das« diese 
Gleichungen >oder ihre Oombinationen durch entspreehende Werthe 
Null • eine Beziehung zum Maximum Minimum beibehalte In 
allem Uebrigen ist der freieste, d. h. allgemeinste Spielraum 
gelassen. 

Und in dfr That, wer sähe nicht augenblicklich ein, ditöd 
z. B. bei der Kugelfläche » s= ]/"r* — »* — y* unendlich viele 
grösste Kreise existiren, welche der geometrischeOrt aller Maxima 
der Ordinaten z der Transversalkreise sind ? Jeder ganz beliebige 
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel giebt solche Kreise. 

Und dass auch diess nicht der einzig mögliche Fall sein könne, 
leuebtet sogleich ein, wenn man erwägt, dass ausser den Normal- 
Schnitten aüdi Schnitte durch Flächen überhaupt möglich sind, 
die mit der gegebenen Fläche Curven erzeugen, die ein Maximum 
Minimum der Ordinaten z haben können. Diejenige Hauptcurve 
dann , welche alle diese Maxima Minima verbindet, und ihr geo- 
metrischer Ort ist, verhält sich zu diesen gerade so, wie die 
grössten Kreise der Kugelfläche zu den ihnen entsprechenden 
Parallelkreisen, und diese ist die Curve (Function), die in dem 
bisherigen Variations-Calcul jederzeit gesucht wird. 

§ 12. 

Erhebt man sich zu diesem ganz allgemeinen Gesichtspunkte, 
so begegnet man Problemen, die bei den Untersuchungen über 
die singulären Stammgleichungen des Integral-Calculs vorkommen, 
und die Leibniz im Jahre 1694 in seiner Abhandlung: yjNoea 
Calcudi differentiaUs applicatio zuerst in Anregung brachte. Leibniz 
charakterisirt sein Verfahren dabei als tUfferenUatio de cmva m 
curvam. Diese Aufgaben haben einige Berührungspunkte mit den 
Variations- Problemen, und ihr Unterschied besteht darin, dass 
bei ihnen die Durchschnitts- (Transversal-) Curven gegeben sind, 
während sie im Variations -Calcul als accessorisch ersefaeiaeni^ 
und dass letztere immer Beziehungen auf Maximum Minimiun 
haben, was bei d^ Lelbniz^schen Probleme nickt dcar Fall ist^ 
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Die beiderseitigen Probleme verhalten sich also, wie sich im 
Differenzial-Calcul die Untersuchungen über das erste Differeiizial 
verhalten. Man kann das erste Differemdal einer Function in 
Beziehung auf einen gegebenen Werth überhaupt untersuchen, (den 
Leibniz- sehen Problemen entsprechend) und man kann das erste 
Differenzial für den singulären Werth = Null untersuchen, was 
den Variations-* Problemen entspricht. 

§ 13. 
Eines wird nun sogleich klan Ist die Theorie, die sieh aus 
46lr consequenten Verfolgung und Durchführung des gewonne- 
nen Gesichtspunktes ergiebt , wirklich der historisch vorliegende 
Variations-rCalcul, dann ist dieser k«in besonderer Calcul, son- 
dern nur ein Theil einer besonderen Anwendung des Differenzial- 
Calculs. Dann ist auch seine Stelle im System der Mathematik 
mit aUer Sicherheit bestimmt Der Differenzial- Calcul führt bei 
deV Untersuchung über singulare Werthe des ersten Differenzials 
auf die Lehre vom absoluten Maximum Minimum, wenn alle 
partiellen Differenzialien einzeln gleich Null sind. Sind aber nicht 
alle einzelnen partiellen Differenzialien zugleich Null, dann treten 
die Probleme ein, die man dem Variations - Calcul zuordnet. 
Diess ist sehr bestimmt und exact. Und dass aus letzterer Unter- 

■ 

siichung reichere Resultate hervorgehen werden, als aus den 
gewöhnlichen Untersuchungen über Maxima und Minima ist 
schon darum 2u erwarten, weil letztere so viel Gleichungen als 
unbekannte Grössen geben, wodurch alles unbeweglich und auf 
einzelne Werthe beschränkt bleibt , während die Variations- 
Probleme in ihren unbestimmten Gleichungen Beweglichkeit haben, 
und nicht bloss einzelne Werthe, sondern umfassende allgemeine 
Functionen einführen. 

§ 14. 
Ich behaupte nun, dass aus der Durchführung der eingeleite- 
ten Aufgabe wirklich der historisch vorliegende Variations-Calcul 
in seiner Vollkommenheit hervorgeht, und werde in den nach- 
folgenden Abschnitten versuchen, diese Behauptung so zu be- 
gründen, dass sie unerschüttert bleibt. 
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Oelingt diess, dann triffi; gewiss ein, was Pascal in seinen 
oft gerühmten Worten ausspricht: ime des raisons prindpales, qvi 
üoignent ceux gut entrent dans les cormcdssances , du viritable chemin 
qu'ih doif)ent miore, est l'hnagination qu'on prend d'abordy que les 
bofmes choses sotU inaccessibles , en leur dormant le nom de grandeSy 
hauteSy ilevieSf sublimes. Cda perd tout Je le njoudrais nommer 
basseSy commmhes, familiäres. Was könnte auch in der That ein- 
facher und natürlicher sein^ als dass man neben dem absoluten 
Maximum und Minimum auch die relativen Maxima und Minima 
untersucht, indem man nicht alle ersten partiellen DilBPerenzialien 
zugleich Null setzt, was könnte familiärer sein, als dass die 
hieraus sich ergebenden Resultate im Differenzial - Calcul die 
Stelle einnehmen, die sie schon längst hätten einnehmen sollen? 

§15. 

Im Variations - Calcul haben die Hauptfunctionen (Haupt- 
curven, die der geometrische Ort aller Maxima Minima sind) 
nur einseitige Maxima und Minima. Sie könnten diesen Namen 
führen, oder sie könnten laterale oder relative Maxima Minima 
heissen. Da jedoch der letztere Ausdruck für ganz andere Pro- 
bleme in Gebrauch ist, so dürfte die Benennung Variations— 
Maxima und Minima vorzuziehen sein. Einerseits ist der 
Variations -Calcul eine so reiche, ja unerschöpfliche Fundgrube 
der herrlichsten Resultate, dass er wohl die Auszeichnung einer 
eigenen Benennung verdient, und andrerseits ist durch die vor- 
ausgehenden Erklärungen jedes Missverständniss , das aus dem 
Gebrauche eines blossen Wortes entstehen könnte, abgeschnitten. 
In einer ächten Wissenschaft lohnt es sich nicht der Mühe, um 
einer blossen Benennung willen Worte mit Worten zu vertauschen, 
es genügt an der Feststellung der Begriffe. — Doch das im bis- 
herigen Variations -Calcul gebrauchte Zeichen d kann nicht bei- 
behalten werden, da alle vorkommenden Operationen nichts als 
Differenzial -Operationen sind, für welche die feststehenden Zei- 
chen d imd d gelten. 

Ueber die Benennungen Hauptfunction undTransversal- 
Function ist schon das Nöthigste vorgebracht, und andere neue 
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Benennungen werden am besten da festgestellt, wo Gelegenheit 
dazu geboten wird. . 

Und somit schreiten wir zur Darstellung der Theorie selber, 
und schicken die Erinnerung voraus , dass die Lehren der 
analytischen Operationen des Variirens, die in den Theorieen 
dieses Calculs gewöhnlich den ersten Abschnitt bilden, bei 
uns gänzlich wegfallen. In solchen Theorieen wird nämlich 
regelmässig über den himmelweiten Unterschied des Variirens 
und DiflFerenzirens gehandelt, es werden die Einschränkungen 
und Cautelen beigebracht, unter welchen die Variations - Opera- 
tionen die Gesetze des Differenzirens annehmen können, und 
unter welchen nicht ; endlich werden die Zeichen d für sogenannte 
unendliche Variationen und andere eigene Zeichen für endliche 
Variationen festgestellt und erklärt. Diess alles fällt weg; denn 
da für uns keine eigenen Variations -Operationen gelten, sondern 
nur die Differenzial- Operationen, und zwar einzig in dem Sinne, 
in welchem sie im Differenzial -Calcul gebraucht werden, so ist 
die ganze Analysis , die wir vorauszusetzen haben , nur die Ana- 
lysis des Differenzial -Calculs, die allgemein bekannt ist, und 
die in unseren Problemen nach den nämlichen Gesetzen, wie in 
allen anderen Problemen des Differenzial -Calculs, zur Anwendung 
kommen wird. 
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Variation des Ausdrucks z zzi f (a;, y), in welchem weder 
Differenzialien noch Integralien der Veränderlichen x, y ent- 
halten sind. 



§• 16- 
Das totale Diiferenzial dz des obigen Ausdrucks ist: 

Es sind drei Fälle zu unterscheiden: 

Q CS- • 

a) Die partiellen Differenzialien ^ und ^ sind einzeln gleich 

Null. Dadurch wird auch das totale Differenzial dz gleich Null, 
ohne dass dx und dy gleich Null werden oder zusammengehörige 
Werthe annehmen, da sie ganz willkürlich und von einander un- 
abhängig bleiben. 

Dieser Fall giebt, wie bekannt, die absoluten Maxima und 
Minima von ä, und ist Behandlungs-Object des Differenzial- 
Calculs. 

b) Es ist das totale Differenzial gleich Null, ohne dass zugleich 

dz dz 

die partiellen Differenzialien 0-, rt— gleich Null sind. Daraus 

dz dz 

entsteht die Differenzial - Gleichung ir-dx -{- -^ dy = 0, deren 

Auflösung durch Integration diejenige Function zwischen x und y 
giebt, die dz zu Null macht. 
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Da ^dx -{- ^dy eine vollständige Differenzial - Gleichung 

ist, so kann sie sogleich integrirt werden. Das Resultat ist die 
gegebene Function f(Xj y), aber nicht gleich z, sondern gleich 
einer Constante. 

Dieser Fall gehört nicht zum Variations - Calcul , obgleich 
hie und da Beispiele dieser Art in den Variations - Theorieen 
behandelt werden. Es ist einleuchtend, dass die daraus hervor- 
gehenden Kesultate constanter Functionen keinerlei Verwandt- 
schaft mit den Variationen haben können. 

c) Durch stillschweigend oder ausdrücklich gemachte Sub- 
stitution irgend einer Bedingungs- Gleichung ^(x,y) =0, durch 
-welche dy durch dx oder dx durch dy ausgedrückt wird, geht 

dz dz 

das totale Differenzial d« = ^-da? -f- rr-dy in die Form über: 

üx oy 

zu Null macht, so fällt dx durch Division aus, und dz wird 
für alle Werthe der gefundenen Function g>(Xyy) gleich NulL 

Die Gleichung ^ h ö" V^' (sc^ J/) = ^ ist die Variations- 
Gleichung , und alle hieher gehörigen Probleme sind wahre 
Variations -Problema 

Die Substitution kann, wie bemerkt, auch stillschweigend 

stattfinden. Denn wird in dz = ^-dx 4- ^^dy z.B. bloss ö~ = ö 

px oy vx 

dz 
gesetzt, dann folgt dz =: ^dy, und das totale Differenzial wird 

dz 
nun, da ^ nicht gleich Null sein kann, durch den Werth: 

dy -=0, zu Null, woraus y = c als Bedingungs- Gleichung (ip) 

folgt. Diess ist, geometrisch interpretirt, ein mit der Ebene XZ 

paralleler Schnitt der Fläche, der unbewusst vorausgesetzt wird, 

dz 
wenn q- = genommen wird. Hingegen der andere Factor von 

2* 



^0 

^dy, nämlich ^5 ist nicht gleich Null, sondern behält einen 
von X und y abhängigein endlichen Werth. 

§ 17. 

ff • ^ 

Die vorstehenden Gleichungen werden geometrisch inter- 

pretirt,'wie folgt: 

^ a) z :^ f(x^ y) ist die Gleichung einer Fläche, in der die 
Ordinate z von den unter sich unabhängigen Ordinaten ir und y 
abhängig gedacht wird. 

CS CS 

' b) In dz ::= ^dx + ^dy ist dz daä totale Differenzial, und 

die tangir ende Ebene ist der geometrische Ort aller Endpunkte 

der gerÄdeö Linien z -j- dz^ nach allen Richtungen des Punkts 

(x, y, z) , da die geraden Linien dx und dy willkürlich genommen 

dz 
werden können. Das partielle Differenzial 77- dx giebt alle Punkte 

in der tangirenden Ebene , die durch den mit ZX parallelen Schnitt 
gebildet werden. Diess ist eine gerade, in der tangirenden Ebene 
liegende, Linie und. ist der geometrische Ort aller Endpunkte von 
z -\- dz ^ wenn dz das partielle Differenzial nach x bezeichnet. — 

X X ' ^ ■ ' ■ 

Das Analoge gilt von :7p dy. 

Sind die beiden partiellen Differenzialien gleich Null, so sind 
zwei senkrecht aufeinander stehende Linien in der tangirenden 
Ebene parallel mit der Ebene -XF, d. h. die tangirende Ebene ist 
mit der Axen- Ebene XY parallel, alle dz sind Null, und die 
Entfernung beider parallelen Ebenen ist gleich ^. Diess sind die 
absoluten Maxima und Minima des Differenzial -Calculs. 



dz , . dz 



c) Die Gleichung = ^dx -{' ^dy , in der dy nicht durch 

dx ausgedrückt werden k^nn, weil keine Bedingungs - Gleichung 
gegeben ist, giebt integrirt c = f(x, t/), und geometrisch: einen 
mit der Ebene XY parallelen Schnitt der Fläche z. == f(x, y), 
also eine ebene Curve, in der kein veränderliches z enthalten ist. 
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Fig. L 



d) Die Variations - Gleichung : ^ j- ^ i/;' (a?, «/) = = d^ 

drückt diejenige gerade Linie in der tangiremden Ebene .aus, die 
durch den Punkt (a?, y, z) geht , und mit der Ebene XY parallel 
ist. Denn da für diese Linie das Differenzial dz gleich Null ist, 
inuss sie parallel nait XY sein. Die Richtung dieser Linie wird 
durch die gegebene Bedingungs-Gleichung i/;' (a?, t/) ==0 bestimmt. 

Und in der That , wenn die tangire:^de Ebene nicht parallel 
mit Xi" ist (der Fall der absoluten Maxima Minima), so muss 
sie die Ebene XY in einer geraden Linie durchschneiden, und 
jede Linie der tangirenden Ebene, die mit der Durchschnittslinie 

parallel ist, ist auch parallel mit XY, und 
diejenige Parallele, die zugleich durch den 
Punkt {x^y, z) geht, wird durch xp\x, y) 
•=. bestimmt. 

Es sei Fig, L eine Fläche von der Gleich- 
ung z :=rf(xyy)^ welche die. Ebene XF in 
der Curve km oh durchschneidet, und in den 
Coordinaten - Räumen + 2 -j- X *-f- F; +2 
+ X — F, ausgebreitet ist. 

Die tangirende Ebene am Punkte c, (x, y, z).y habe eine 
solche Lage,, dass sie die Ebene XF in einer, mit OF parallelen 
Linie durchschneide, dann ist ig (die Linie in der tangirenden 
Ebene, die durch den Parallelschnitt mcn gebildet wird) parallel 
mit mn, und alle totalen DifFerenzialien von z, die durch die 
Linie ig bestimmt werden, sind gleich Null, während andere 
Linien dz (z. B. die Lipie bf, welche durch den Axenschnitt icO 
"bestimmt wird) beliebig grosse von x, y und dx abhängige Werthe 
hatben können. Ist phq ^ tcg, dann haben alle dz, deren geo- 
metrischer Ort die Linie pbq ist, den gleichen Werth bf, weil 

nun auch, pq ^ kh ist. Die . Bedingungs - Gleichung ist hier 

dz " ' ' 
(Or)x :^ c, also dx t= und daraus ^ = 0. d. h. das par- 
tielle Dijfferenziale von z iiach y , also nach der Richtung mriy 
genammen, ist gleich Null f' woraus wieder folgt, dass die Linien 
ig . iind mut' parallel Bind. «Diess gilt' bei- der Bedingungs-Gleiehung 
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X := c für alle Parallel -Curven, mcn, küh . . Haben diese Curven 
c, i, .. Maxima von Zy nämlich er, ie, .. so ist Od die Curve, 
welche alle diese Maxima verbindet, und heisst Variations-^ 
Curve (Hauptcurve); die Curven rwcn, Wä, .. sind die Trans- 
versal -Cnrven, ihre Tangenten geben da = 0, während die 
Tangente der Hauptcurve, nämlich cb, den Werth dz = bf giebt 
Im gegebenen Falle ist daher für die Transversal - Curve 

dz 
der Werth ^dy gleich Null, und für die Hauptcurve der 

dz 
Werth «- dx gleich bf, 

§ 18- 

So viel wird hier sogleich klar, dass, wenn aus irgend einem 
Gb*unde das Maximum Minimum an der Variations - Curve Oci 
statt an der Transversal -Curve mcn experimentirt wird, uinent- 
wirrbare Verwicklungen eintreten müssen , da die Variations- 
Curve am Punkte c weder ein Maximum noch ein Minimum von z, 
sondern hier fortwährend zunehmende Werthe hat, während aller- 
dings die Transversal- Curve in c ein Maximum von z hat. 

Auch eine andere, den Variations-Calcul berührende Schwierig- 
keit findet hier eine leichte und natürliche Lösung. In der Oleich- 
ung der Fläche z = f(x, y) sind x und y von einander unab- 
hängig. Durch Hinzutritt der Bedingungs- Gleichung tp(x,y) 
= (durch den Parallel -Schnitt mcn) werden x und y in der 
Variations- Curve von einander abhängig, d.h. es handelt sich 
nicht mehr um alle Punkte der Fläche, sondern um alle Punkte 
der Curve et, die sämmtliche Maxima der Trans versal-Curven 
verbindet. Wird daher von der Gleichung der Fläche zur 
Gleichung der Curve übergegangen, so werden naturgemäss 
die bisher unabhängigen Variabein abhängig; und wird von der 
Gleichung der Curve zur Gleichung der Fläche übergegangen, 
so werden die in der Curve abhängigen Variabein wieder un- 
abhängig von einander. Diess ist so klar und allgemein be- 
kannt, dass es keiner weiteren Ausführung bedarf. 

In den min folgenden Beispielen werden wir die analytisohen 
Resultate mit ununterbrochener geometrischer Interpretation be- 
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gleiten, um so mehr, als die hier eingeführten Probleme zum 
erstenmale als Probleme des Variations-Calculs in diesem Sinne 
erscheinen und darum die grösste Bestimmtheit und Anschaulich- 
keit verlangen. 

DieBehandlungsweise bleibt dessenungeachtet rein analytisch; 
sie wird sich in keiner Weise auf Eigenthümlichkeiten stützen, 
die den geometrischen Grössen als solchen zukommen. Denn das 
analytische Problem ist einfach folgendes: 

Als Elemente kommen vor: a) die Function der unabhängig 
Veränderlichen, ä = /(x, y); b) die Bedingungs - Gleichung: 
ip(Xy y) = 0; c) die Variations- Function: q>{Xj y) = 0. Es 
sollen die Werthe von z gesucht werden, welche in der Be- 
dingungs- Gleichung (f z=z absolute Maxima Minima sind, und 
i^elche die Endgleichung q> i=z zur Variations-Gleichung machen. 

§ 19. 
Erste Verfahrungsweise, 

Gegeben sind: z = /(x, y), und die Bedingungs -Gleichung: 
ifj^x^y) = mit einer beliebigen Constante a. Es soll die 
Variations -Gleichung gesucht werden. 

Auflösung. Man substituirt aus der Gleichung tp = die 
"Werthe x oder y in die Gleichung z, woraus man entweder 
Ä = /(x, a) oder z = f(y,a) erhält. Daraus sucht man ent- 

weder -r^ = oder — = 0, und eliminirt dann beliebig aus 

je zwei der folgenden Gleichungen: I— = und -r- = Ol; 

(^ = und 1// = OJ; (j- = und ip' = o\ die willkür- 
liche Constante a. Als Resultat erhält man die Variations-Function 
ip{x,y) =0. (Geometrisch interpretirt ist z zzzf{x^y) eine 
gegebene Fläche; ^ = die Projection der Transversal- Curve 
in der Ebene XY; und q) z=i die Projection der Variations- 
Curve in der nämlichen Ebene XY). 
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Ist die Variations-Curve gefunden, dann geht man zum 
zweiten DifFerenzial von z über, um entscheiden zu können, ob 
ein Maximum oder Minimum stattfindet, wobei aber nicht die 
Variations- Gleichung cpz=Oj sondern die Bedingungs-Gleichung 
1/; = in d'^z substituirt werden muss. Macht der substituirte 
Werth das zweite Differenzial positiv, so tritt ein Minimum ein, 
macht er dieses Differenzial negativ, so tritt ein Maximum ein, 
ganz so, wie bei den übrigen Problemen über Maxima und 
Minima. 

Beispiel I. 

Gegeben ist die Kugelfläche: ä* = r* — x^ — y', und die 
Bedingungs-Gleichung: xp = (§-]■' fti] — a) = 0, (Diese Gleichung 
tp z= stellt eine auf XY senkrechte Ebene vor, und für alle 
der Ebene und der Kugelfläche gemeinschaftlichen Punkte sind 
(§ und x), (t] und y) einander gleich. Diese gemeinschaftlichen 
Punkte bestimmen die Parallelkreise der Kugelfläche, wie allge- 
mein bekannt ist.) 

Wird aus ip der Werth x z= a — fty in z substituirt, so ist 

z^ = r« — (a— //y)' — y'; zdz = {{a~f.iy) ^i—y)öy = 0; 



a = y(,. + ^). 



Diess giebt in Verbindung mit ^, durch Elimination von a, 
die Variations - Curve q> ^-z (ax — y i=z 0, d. h. eine auf ip = 
(x -\- fiy — a) =z senkrecht stehende und durch den Mittel- 
punkt O gehende gerade Linie, oder eine auf XF senkrechte Ebene, _ 
die im Durchschnitt mit der Kugelfläche einen grössten Kreis giebt, 
der alle Werthe z in allen Parallelkreisen zu Maxima macht. 

Denn wird zdz noch einmal differenzirt, so folgt zd^z = 

— (/^^ + ^) d>y^^ ein für alle Werthe von fi und dy negativer 
Ausdruck. 

Nimmt man jedoch z negativ, d. h. dieOrdinaten der Kugel- 
fläche, die unter der Ebene XY liegen, dann wird — zd^z = 

— 0^* + ^)^y*^ ^ l^» ™Än erhält negative Maxima der Ordinaten 
z der Parallelkreise unter der Ebene XY^ wie auch aus geo- 
metrischer Betrachtung einleuchtend und allgemein bekannt ist. 



Beispiel IL 
p- ji «) Gegeben ist die Gleichung; c*z* 

= (c'+a:*)' — c*j/' und die Bedingungs- 
Gleichung yj = (x —a) ^ 0. (Die 
erstere Gleichung stellt eine concav- 
convexe Flache vor (Fig. Tl.) ; die 
Bedingungs - Gleichung a; ^^ a, z. B. 
X = Or giebt den mit ZY parallelen 
Schnitt mcn.) 

Die Parallel-Schnitte rocn , gsp &c. 
haben in den Punkten c, s . . Maxima 
von s (er, st. .); es wird die Variations-Curve Äcs gesucht, die 
gämmtliche Maxima verbindet. 

Der Werth x =: a in c's* anbstituirt, und die Gleichung 
c'a' ^ (ü' + a*)' — c*)/* differenzirt , giebt isds = — ydy = 0, 
also y ■== 0. Diese Gleichung giebt die Axe OX; und der Durch- 
schnitt der Ebene ZXmit der gegebenen Fläche giebt dieVariations- 
Curve Äcs. 

Das zweite Differenzial giebt: ad'a ^ — dy*, einen für alle 
positiven is negativen Werth. Die Curve Acs giebt daher Maxima 
von s, d. h. die Transversal-Curven mm, qsp . . werden von der 
Variations-Curve in z ^= AO, s =i er, z ^ si . . im Maximums- 
Stande von z durchschnitten. 

ß') Gegeben ist die nämliche Flächen -Gleichung und die 
Bedingungs - Gleichimg V — (^ — 6) := 0. (Die Gleichung 
y — ^ ^ giebt Schnitte, die mit Acs parallel sind, und es ist 
einleuchtend, dass diese im Äxenschnitt AOY Minima von z 
geben müssen, wie auch der Calcul zeigt.) 
Es ist cH" = (f + x^ - c'6' 

c'ads = 2 (c^ -\- x^x dx = 0, also a: = 0, d. h. der Äxen- 
schnitt durch ZX)1. 

Das zweite Differenzial giebt Tiir a; = den Werth 2 c*(ir', 
der unbedingt positiv ist, also ein Minimum giebt. — Die Variations- 
Curve ist die Curve YA. 
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y) Gegeben sind: die nämliche Fföche und die Bedingungs- 
Gleichung ip '= (oj+i/ — a = 0), Linien, welche die Axen 
X und Y unter halben rechten Winkeln durchschneiden. 

Der Werth y z= a — x substituirt giebt: 
c«Ä« = (c» + xy ~c\a — xf, 
c^zdz= (3(c* + x'*)a5 + o«(a — ir))cte = 0, 
2 (c' + a?'^) 0? + c* (a — x) = 0. 

Diess mit y = o — x combinirt giebt: 

2 (c« + x'^) i» -f c* y = 0. 

Diese Variations-Curve ist eine Curve der dritten Ordnung, 
die bloss in den Ebenen (+• X — Y) und ( — X + Y) liegt, 
da positiven Werthen von x negative Werthe von y, und um- 
gekehrt entsprechen. 

Wird die Transversal - Curve untersucht, ob sie Maxima 
oder Minima von z giebt, so wird 

c^Äd»» z= (c« + 6a;»)(fo» 

für alle Werthe von x positiv, so dass die Variations- Curve 
(2 (c^ + ac*) o: + c^y) = Minima von z bestimmt. 

Zusatz. Würde man die Väriations-Curve statt aus( -7- und xpl 

aus ( rr- = und -7- = ) bestimmt haben, so würde die Gleich- 

\ax dy / 

ung erfolgt sein : (2 (c« + x' ) x + chj) (1 + (2 { c'^ -f- .x«) x + c^^x^) 
= 0, deren einziger reeller Factor die oben gefundene Variations- 
Curve ist. Bemerkt wird, dass auch in der Bedingungs-Gleichung 
(o? + y — a) -ziz einem positiven x ein negatives y entsprechen 
muss, wodurch die Richtung derTransversal-Curven bestimmt wird. 

Beispiel HI '). 

Gegeben ist die Kegelfläche: z^ = xy^. 

a) Die Bedingungs- Gleichung ifj sei: (a? + 2/ — ^s) = 
( die Linien aby gh , . in Fig. HL). Der Werth a: := a — y in 



1) Lehmus n Aufgelöste Aufgaben « Aufgabe I. 
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Fiff. IIL 




»' ==:= apy* subdtituirt, giebt «• = (a — y)t/* 
3z^dz = {2<zy — 3y^ dy = 0, 2a = 3y. 

Diess mit ip combinirt, giebt 2x = y, 
die Variations-Curve in der Ebene XY, 
Diese Linie bestimmt im senkrechten 
Durchschnitte mit der gegebenen Fläche 
die Gerade Or, welche in den Transversal- 

^^^ Curven acb , grh . . die Werthe z = ce, 

fy ^ i^ X 3 = m • , zu Ghrössten macht. Denn 

37?dz r= {2ay — 3y*) dy noch einmal 
differenzirt, und 3y =:i 2 a substituirt, giebt Sz^d^z = — 2ady\ 
-was unbedingt negativ ist. 

Zusatz. Die tangirende Ebene dieser Kegelfläche wird durch 
die Linien ^A;, er bestimmt. Alle dz in der Linie tk sind Null; 
alle dz , deren geometrischer Ort die mit tk parallele Linie pq ist, 
sind einander gleich (pi =r vn ='m. . = z + dz)^ während für 

die übrigen Punkte der tangirenden Ebene die Werthe dz ver- 
schieden sind. 

ß) Die Bedingungs- Gleichung sei ifj =: (t/^ + ^' — ^^ = 0. 
(Diess ist eine auf XF senkrechte Cylinderfläche mit kreisförmiger 
Basis, deren Kreise immer grösser werden, und sämmtlich ihren 
Mittelpunkt in haben. Diese Gylinderflächen durchschneiden 
die gegebene Fläche in Curven, die in bestimmten Punkten 
Maxima von z haben. Welche Curve (Variations-Curve) ver- 
bindet alle diese Maxima? 

Wird aus Gleichung iff der Werth von y in ä substituirt, so ist: 



z 
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= x (r2 _ x"^); Sz'^dz = (r« — 3x^ dx = 0. 



Die Combination von r' — 3x^ = mit o?* + y* — r^ = 
giebt die Variations-Curve y = ac/'2, eine durch gehende 
Gerade. Der Werth 3z^d*^z = — 6xdx^ giebt Maxima für posi- 
tive X und negative Maxima für negative x , denen auch negative 
z entsprechen. 

y) Die Bedingungs- Gleichung sei y* =ä 4a* — 2ax^ Fig. IV. 
(senkrechter Cy linder mit parabolischer Basis, die Curven pc^ Xfe.. 



i«rf^ 
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Welche Piuikte ihres Durdi8.chmttes mit 
der Fläche a' = xy^ geben Maxima von 
z in ihnen, und welche Variations-Curve 
verbindet alle diese Maxima?) 

Die Substitution von y^ = 4a^ — 2(ix 
in J5^ = xy^ giebt 
l z^ = ia^x — 2ax^'^ 3z^dz = (4a^ — 4ax) dx 
•^ ::=, Oy X z=z a. 

Diese Gleichung mit t//combinirt, giebt t/' = 2 a:', t/ =: jr/*2. 
Die Gerade Ock ist die Variations-Curve im Durchschnitte mit 
der gegebenen Fläche. Das zweite Differenzial ist unbedingt 
negativ, und darum sind die gefundenen Werthe Variations- 
Maxima. 

Zusatz. Obige Beispiele, die in Bezug auf verschiedene 
Flächen und verschiedene Bedingungs - Gleichungen in'« Unend- 
liche variirt werden könnten, genügen zur vollkommenen Ver- 
deutlichung der vorgeschlagenen Methode. 

§ 20. 

Zweite Verfahnmgsweise. 
Diese unterscheidet sich von der ersten nur darin, dass die 
Bedingungs- Gleichung ip(x,yya)=:0 sogleich differenzirt wird, 
und dass die aus dip z=. = Mdx -f- Nöy folgenden Werthe dx 

dz . .dz 

durch die Gleichung d« = , d. h. ^ — ^ — =r hervor- 
geht, aus der in derselben Weise, wie im ersten Verfahren, die 
weiteren Resultate abgeleitet werden. 

Ist in der Bedingungs -Gleichung i/j =i die willkürliche 
Constante a bloss durch Addition oder Subtraction mit x und y 
verbunden, so verschwindet sie in dip z=z 0^ und es wird die 



oder dy sogleich in dz /= rp ^^ + ^^ ^^ substituirt werden, wo- 



= gefunden. 



Variations - Curve unmittelbar aus 5 tt ct- 

dx N dy 

l^i hingegen a durch Multiplication oder andere Operation mit 
X und y verbundenr, dann kann sie erst durch Combinätien imt 
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der Gleichung i}f = 0* eliminirt werden , wie bei der ersten Ver- 
fahrungsweise. Wird sie aber nicht eliminirt, so giebt sie eine 
Auflösung, die dem Probleme singulär, d. h* für jede Constante 
a genügt, eine Auflösung , die sich zurVariations-Function gerade 
80 verhält, wie sich die singulären Integrale zu den vollständigen 
Integralen der Differenzial-Gleichungen verhalten. 

Beispiel 1. In § 19, III, /?, sind gegeben: 
a^ = ojy* und «/; = = ac^-f- j?* — r\ 

Es wird diff -= = xdx -|- ydy, und ydy = — xdx in 
3z^d.!^ = y^dx -{- 2 xydy substituirt, giebt (y^ — 2x^) dx == 0, 
also y^ = 2x^j y = x/'S, wie Oben. 

Beispiel 2. In § 19, III, ^, sind gegeben: 

a® = xy^ und ip = 4a^ — 2ax — y^ = 0. 

difß = adx + ydy = 0. 
Diess in 3z^dz.^=: y^^ -\- 2xydy = substituirt, giebt 
y« — 2ax = 0. 

Diese Gleichung giebt in Gombination mit Gleichung . y'^ = 
4a^ — 2ax die früher gefundene Variations-Curve y = x^2, 

Zusatz. Die Gleichung mit der willkürlichen Constante 
y^ ■=i2ax (Parabel) verhält sich zur Variations-Ourve y =• x^2^ 
vide sich bei der Integration der Differenzial- Gleichungen die 
singulare Stammgleichung zum vollständigen Integral verhält. 
Beide Lösungen genügen der geometrischen Anforderung; 
denn die Durchschnittspunkte aller zusammengehörigen Parabeln 
(pc und Oc); (Xft und O/c) bestimmen alle Punkte der allgemei- 
nen Curve Ock. Doch als Variations-Curve kann nur die 
allgemeine Gleichung y = x^2 gelten. 

§ 21. 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, dass es auch sogleich 
angewendet werden kann, wenn die Bedingungs- Gleichungen 
^ = ausser x und y noch ihre Differenzialien enthalten, Be- 
dingungs -Gleichungen, bei denen Substitutionen im Sinne der 
ersten Verfahrungsweise unmöglich sind. 

Wird z. B. gefragt: Welche Curve auf der Fläche ä = /(ic, y) 
hat die Eigenschaft, dass sie in allen Punkten Maxima Minima 



30 

von z für ihre Normal -Schnitte giebt, d« h. für alle Schnitte, 
die in jedem Punkte auf ihrer Tangente senkrecht stehen, also 
eine veränderliche Richtung haben? 

Die Bedingungs- Gleichung ip ist in diesem Falle 

(t — a;)cte + (j7~t/)dy = 0, 

worin die Ordinaten f und rj für die Normale, und x und y für 
jeden Punkt der gesuchten Curve gelten. 

Das dabei einzuhaltende Verfahren gründet sich auf den 
Lehrsatz, dass für die geforderten Normal- Schnitte der Werth 
dz gleich Null wird , und dass sich für diese Richtung der Trans- 
versal - Curven die bisher wilkürlichen Zunahmen dy , dx wie 
(ji — y) und (^' — x) verhalten müssen. Denn nur dadurch , dass 
diese Abhängigkeit von dx und dy gesetzt wird, wird bei Normal- 
Schnitten das Differenzial dis == 0; für jedes andere Verhältniss 
von dy und dx behält auch bei Normal -Schnitten dz einen will- 
kürlichen Werth. 

Dadurch geht die totale Differenzial - Gleichung von y in 

dz dz 

folgende über: dz = —(^ — x) + g- (rj — y) = 0. 

Diese mit der Normalgleichung : (| — x) dx + (jy — y)dy = O 

combinirt, giebt: (5 0- ^ ) Cn — y) =0; oder z 0- -r^ =0. 

'^ \dy dxdx/^^ ^^ ^ dy dxdx 

Aus dieser höchst einfachen Gleichung wird die Variations- 
Curve unmittelbar durch Integration bestimmt 

Beispiele. 
I. Auffindung der Variation« -Function, 

1. Welche Curve auf der Kugelfläche bildet mit allen ihren 
Normal -Schnitten Maxima Minima von zf 

(Man weiss a priori, dass jeder grosste Kreis der Kugel— 
fläche seinen Parallelkreisen gegenüber diese Eigenschaft hat, 
und diess zeigt auch der Calcul.) 

Wird aus z^ = r* — x* — y^, ^ = — y, W^ ^^ — ^ ^^ 
^ ä~^ ^^ ^ substituirt, so folgt: — If'^'J ^^ ^> woraus 
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— = — und log y "^z log x -{- log ay t/ zzz ax abgeleitet wird. 

Die Gleichung y = cra? drückt aber jede durch den Mittelpunkt 
der Kugel gehende und auf -STF senkrecht stehende Ebene aus, deren 
Durchschnitt mit der Kugelfläche jeden grössten Kreis giebt. 

2. Welche Curve auf der Fläche: z* = xj/^ giebt mit allen 
ihren Normal -Schnitten Maxima Minima der Ordinate zf 

Die Substitutionen von ,-r- und ^r- in 75 ^--^zzzO geben : 

dy dx dy dxdx ® 

2yx — ^— = 0. Daraus findet man durch Integration 2a;* — y^ z= c*. 

Diess sind Hyberbeln, die mit der gegebenen Fläche die 
Axen X und Y geiiieinschaftlich haben , die Constante c mag so 
gross oder so klein sein, wie immer. Der besondere Fall: czrzO 
giebt 2x^ — y^ = 0, y z= x^2, die schon Oben gefundene Curve. 
Diese ist die Asymptote sämmtlicher der Aufgabe entsprechen- 
der Hyberbeln; in ihr, als einer geraden Linie, sind allerdings 
die Normal -Schnitte, parallel (wie in der früheren Aufgabe ver- 
langt wurde) , während sie bei den Hyperbeln je nach der Krümm- 
img der Curven in allen Punkten verschiedene Richtungen an- 
nehmen. 

IL Unterscheidung des Maximums vom Minimum. 

Zu diesem Behufe bestimmt man das zweite Differenzial 
von z, aber nicht etwa für die gefundene Variations- Curve, 
sondern für die Normal -Schnitte, denn in diesen haben die 
Ordinaten z absolute Maxima Minima. 

1. Kugelfläche. 

In die Gleichung der Normale : (^ — x)dx -{-(r — y)dy = 
die Werthe dx und dy aus y =1 ax substituirt, folgt (§ — x) 
-^^ a {tj — y) =z 0, worin §, tj die Veränderlichen sind. Diess 
mit der Gleichung der Kugelfläche: «* = r* — |* — /;' combinirt, 
giebt: 

^2 == r* — (x — a(f] — y)y — 3;*; 

zdz = — (x — a{f] — y) ö + 'j) ^?> ^*^ = — («* + ^) rfy^ 
einen für alle Werthe von a negativen Ausdruck, aus dem z als 
Maximum erkannt wird. 
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2. Die Fläche «» = xy^. 

Die Substitution von -^- aus : 2x^ — y ' = c'*, 2a;da: — ydy = 

^ = — in (I — ic) da; + (j; — y) dy = giebt: (| — a?) +/ 

2x 

— (*? — y) = ^- IJiess mit der Gleichung z^ zzz 'grj^ com- 

%j 
binirt, giebt: 

= (so: - y 1?) ^^• 3.^d. = {ßxrj _ ^) d^ = 0; 

Aus Gleichung S^'-^dÄ = den Werth rj n^ y substituirt, 
giebt: Sz^d^z = (6a; — 12x) dy^, was unbedingt negativ ist. Die 
Variations-Curve giebt daher Maxima von z. 

§ 22. ^ 

Zusatz 1. Wenn, statt der Normale eine andere von der 
Krümmung derCurve abhängige Bedingungs- Gleichung gegeben 
ist, z. B. eine Linie, die mit der jedesmaligen Normale einen 
bestimmten Winkel macht: (^ — x)dx-\-a (rj — y) dy = , so 
bleibt das Verfahren ganz dasselbe. 

Es sei z. B. gegeben: z^ = xy^ und <p = (^ — x) dx -{^ 

2{ri — y) dy — 0. Es folgt dann: —^+x = 0; x^—y^=c\ 

eine gleicharmige Hyperbel, und singulär die Asymptote, a? = ip y .^ 
Die Probleme dieser Art können überhaupt in's Unendliche varürt 
werden. 

Zusatz 2. Ist die Normale die Bedingungs- Gleichung i;t/, 

so folgt: s jT" ^ ^^ Gleichung der Variations-Curve. 

Für andere Bedingungs - Gleichungen erfolgen andere End- 
gleichungen und für öfter vorkommende Functionen können die 
Endgleichungen der leichteren Uebersicht willen sogleich voran- 

gestellt werden. — Nichts hindert, dass der Factor von ^ (der 

dy 
für die Normale gleich -,- ist, und den wir allgemein mit F 
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bezeichnen wollen, irgend eine Function von (a?, y, öte, dy ^(Py . .) 
ist. Der ganze Unterschied besteht darin, dass man in solchen 
Fällen eine Differenzial - Gleichung des zweiten, dritten oder 
höheren Grades erhält , die integrirt die gesuchte Variation giebt. 

Ist z. B. statt der Normale die Parabel gegeben: tt = (^ — a?) + 

+ (? — y) ^1 + i (Ji^—y^ ß^ = ^ (®^® ^6 Normale tangirende, 

und auf der Curve in jedem Punkte senkrecht stehende Parabel), 

dz 
so wird, aus n der Ausdruck (^ — x) in dz = ^ (§ — ä^) + 

Für die Fläche z^ = xy^ geht diese Gleichung in die homo- 
gene Diflferenzial- Gleichung 2xda? — ydxdy — y^d^y über. 

Durch die Substitutionen: y =•. uxy ^ = p^ -t— = q wird 

sie auf die Differenzial -Gleichung ersten Grades: (2 — up)du = 
(jpw* — u^) dp zurückgeführt, deren Integration die Variationa- 
Curve giebt. 

§ 23. 
Beweis der vorhergehenden Lehrsätze. 

Sind die Gleichung: z = /(x, y) und die Bedingungs- 
Gleichung: ip(x,y,a) = gegeben, und legt man der Grösse a 
nur einen einzelnen Werth bei, so ist das Problem einfach fol- 
gendes : Es soll das absolute Maximum oder Minimum von z als 
einer Function von nur einer Veränderlichen gefunden werden, 
(da mian aus z =- /(a?, y) mit Hilfe der Bedingungs - Gleichung 
i// (x, yyO) z=: die eine Veränderliche eliminiren kann). Insoweit 
ist die Aufgabe eine gewöhnliche Maximums-Minimums- Aufgabe, 
und ist im Differenzial-Calcul unzähligemal behandelt worden. — 
Auch die aus dem zweiten Differenzial d^z folgenden Criterien 
sind die nämlichen, wie bei den gewöhnlichen Aufgaben über 
Maximum und Minimum. 

Geometrisch interpretirt geben die Gleichungen: z =/(a?;y) 
und i/j(xyy,a) tzzO eine Curve, deren Projectionen auf denEbe- 

3 
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s 

nenXZ und YZ durch die Gleichungen « =/(aj, a), z =/(3^, a) 

bestunxnt sind. Die Werthe dz =^.0 oder dis = in Verbindung 

X y 

mit d^z = zf. oder d*« •= zp, bestimmen die absoluten Maxima 
X y 

oder Minima in denProjection&^Curven, wie aus dem Differenzial- 
Calcul bekannt ist, und keines weiteren Beweises bedarf. Diess 
gilt für jeden einzelnen Werth , den man der willkürlichen Grösse 
a beilegt, z. B. für alle Kreise einzeln, ihre Radien mog^i so 
gross oder so klein sein, wie immer, da die Resultate ganz un- 
abhängig von der willkürlichen Grösse o gefunden werden. — 

Nun giebt dis = die Grösse x durch die Constante a ausge- 

X 

drückt , {x = Fa\ eben so dz ::= die Grösse y durch die Con- 

y 

staute a ausgedrückt, (y = 0a). Indem man durch die Ver- 
bindung beider Gleichungen, oder durch ihre Verbindung mit 
tf;{x, y,a) z= die Constante a eliminirt., erhält man eine Function 
zwischen x und y, (qp (x, y) z^O), welche alle absoluten Maxima 
oder Minima der Functionen {z -=. f{x, y) und tp(x^y,a) = 0) 
enthält. Die Functionen {z z=f{x, y) und ip(x,y,a) =0) aber 
repräsentiren ein System continuirlich aufeinander folgender Func- 
tionen, wenn der Constante a beliebige continuirlich aufeinander 
fblg^ade Werthe beigelegt werden. Setzt man in ^{x,y) = 
x =5= Fa, dann folgt y =s (Pa, weil qp (a?, y) = aus den beiden 
Gleichungen ^ =; Fa und y = Oa abgeleitet ist. Nun ist Fa 
jeder beliebige, von qp (op, y) -=^0 unabhängige Werth; es 
folgt daher für jeden beliebigen Werth x oder y derjenige Werth 
0a oder Fa, der z zu einem Maximum oder Minimum in der 
Function: {z =;: f{Xy y) und tp(Xy y, a) = 0) machtr Diess ist 
aber die gesuchte Variations-Function, oder geometrisch: 
der Ort aller. Maxima Minima der nach irgend einem Gesetze 
aufeinander folgenden Transversal- Curven, und diess ist auch, 
was in dem historisch vorliegenden Variations-Calcul gesucht wird. 

Der Beweis für die nach dem zweiten Verfahren abge- 
leiteten Resultate ist derselbe, und kann noch durch Folgendes 
^läutert werden: Die Variation wird, allgemein durch die B&* 



dz da 
dingungs- Gleichung: dz = ^ ^ F {x, y, dxy dy^cPi/ \ .) = 

bestimmt, und d:j^ z:z zeigt an, dass ein Maximum oder Minimum 
überhaupt stattfindet Weil nur eine Gleichung, aber zwei 
Veränderliche gegeben sind, so wird nicht ein einzelner Werth, 
sondern ein ganzes System aufeinander folgender Maximums- 
und Minimums -Werthe bestimmt. Functionen von solcher Eigen- 
schaft sind aber Variations- Functionen. 



§24. 
Erörterung über die BedingmigS'Gleichfmg dx =z 0^ d. h. x -= c^ 

woraus im totalen Differenzial dz =s ^ dx -|-7-- dy = (da dx 

dz 
=;= ist) von selbst die Variations -Gleichu/ng rr- ^=^ folgt. 

Die vorstehende Bedingungs- Gleichung giebt in vielen Fällen 
entsprechende Resultate, in vielen ab^r auch nicht, z. B. nicht 
in Ä* = ajy, in ä^ = a?^, und in unzählig vielen anderen, wie 
der Calcul zeigt. Und in der That geben für x = c die Parallel- 
Schnitte mit YZ Parabeln von den Gleichungen ä' =r cy, ä^ = cy* 
u. 8. w., die immer wachsende ä, also für keinen Werth von y 
ein Maximum oder Minimiun haben. Wohl aber geben andere 
willkürliche Bedingungs -Gleichungen z. B. a? -f-^^y = c brauch- 
bare Resultate und Variations -Curven. 

Da jedoch im bisherigen Variations -Calcul unter den un- 

endlich vielen möglichen Endgleiefaungen der Aus^niek x- = 

als die einzig mögliche Variations-Gleichung genommen wird 
(bei der man also a? = c, d. h. den Parallel- Schnitt mit YZ 
unbewusst voraussetzt, und auch wirklich darnach verfahrt, 
indem man bei der Differenzirung von dz die Grösse x als Con- 
stante, demnach x als gleich c behandelt), so wollen wir eines 
der hieher gehörigen und schönsten Beispiele des bisherigen 
Variations-Calculs analysiren, damit dieser P^nkt allseitig erör- 
tert werde. 

8» 
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Strauch*) und Stegmann*) haben das Problem aufge- 
stellt und gelöst, ,,die Curve zu finden, die in jedem ihrer Punkte 
das Product der Ordinate und der um die Ordinate verminderten 
Abscisse grösser macht, als es an der nämlichen Abscisse irgend 
eine andere Curve machen kann^. 

Das Product y{x — y) sei gleich t/, so kann Ü = cz, zz:z*, 

= — etc. sein. Es sei Og die Curve, die 17= bg {Ob — bg) 
c 

in allen Punkten zu einem Maximum macht (Fig. V). 

^^' ^- Aus ^ = folgt x~2y zu 0; also 

die Gerade von der Gleichung x — 2y =iO 
(die Linie Og) ist die verlangte Curve. 

Dass die gefundene Curve ein Maxi- 
mum gebe, folgt aus dem zweiten Dif- 

ferenzial. Denn x = 2c in Ü substituirt 

9) TT 

(da X als constant durch q— = un- 

bewusst vorausgesetzt wird), giebt ü zu y [2c — y); dU = 
2{c — y) dy (also y = c), d*ü = — 2(/y*, ein Ausdruck, der unter 
allen Bedingungen negativ ist, also ein Maximum charakterisirt. 

• » ^ 

Die schöne geometrische Ausführung, dass die Lösung xz:z2y 
tipbtig.und auch bekannten geometrischen Lehrsätzen entsprechend 
ist, verdient bei Stegmann nachgelesen zu werden. In der That 
wird für x :=z 2y das Product y (x — y) =: y . y = ^^ ein 
Quadrat, und diess ist unter allen Rechtecken von gleichem 
Umfange dasjenige, das den grössten Inhalt hat. 

Und dennoch ist die Lösung nur eine singulare; deni^ wo 
ist im Problem die Bedingung gegeben, dass der Umfang, 2{x — y) 
•^ 2y zz: 2s^ := 4y und das Product gleich y^ sein müsse? Diess 

folgt allerdings unvermerkt aus ^ =0, und diess aus x :=2c. 




1) S^träaoh Variations - Galcnl I. pag. 357. 

2) Stegmann yariation8*Bechnung §. 12. 
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Werden aber andere Bedingungs- Gleichungen genommen^ so 
folgen andere Auflösungen. Wird z. B. a; + ^ = 2c als Be- 
dingungs -Grieichung gesetzt (was die Gleichung der Linie bc ist), 
so folgt die Variations-Curve: x/=z 3y (die Gerade Oc xnFig.V,). 

4 
Oder die Bedingungs-Gleichung: x — -^ y = 2c , (z. B. die 

Linie hh) giebt die Variations-Curve bx •= 6y^ die Gerade Oft. 
U. s. w. 

Da jedoch in diesem Beispiele, wie es gestellt ist, 
aus ^ = das Quadrat, aus den übrigen Gleichungen nur 

Rechtecke hervorgehen, so konnte es scheinen, dass ^ =: 

allein das wahre Maximum, und allein die wahre Variations- 
Curve gebe. Diess ist aber nur Schein. Denn wird das Rechteck 
durch xy ausgedrückt, wie man das Beispiel auch stellen 

kann, dann giebt nicht die Gleichung ^ = 0, sondern die aus 

der Bedingimgs- Gleichung x-j-y =z 2c hervorgehende Variations- 
Gleichung du = (c — y)dy = 0, das Quadrat als Resultate 
Oder wird nach dem grössten Parallelopipedum von der Gleichung 

du ■ 
xy* gefragt, dann giebt nicht ^ = 0, sondern die aus der Be- 
dingungs - Gleichung x -^ 2y = 2c hervorgehende . Gerade de» 
Cubus als Resultat. 

Man hat sich also das Problem 11=^ y {x — y) so vorzu- 
stellen, als ob gefragt würde, welches grösste Rechteck kann in 
Ellipsen oder Hyberbeln eingeschrieben werden? Unzählig viele, 
imrA die Antwort sein , je nach Verschiedenheit des Verhältnisses 
der grossen und kleinen Axe der Ellipsen oder Hyberbein. Sind 
die Axen einander gleich, dann entsteht das Quadrat als das 
grösste 'Rechteck ; in den übrigen Fällen aber nicht, sondern 
es entstehen die den Axen 2a und 2b entsprechenden Rechtecke. 
Welches Resultat gefunden wird , das hängt einfach von den 
Bedingungs - Gleichungen ab. 
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§ 25. 

Man kann das gegebene Beispiel noch von einer anderen Seite 
fassen. Bezeichnet t? den Winkel, den in Fig. V. die Linien ba, bc, 
bg, bh . . mit OX machen, so ist, Ob '=r. 2c gesetzt, y := w sin v; 
X = 2c — u> cos V (wenn tu die Abscissen für die Ordinate z in 
den Linien bc , bh etc. sind , und ihren Anfangspunkt in b haben }- 

Dann ist ä*^= V=iy{x — y) = 2cio sinv — to* sinv {sinv-\-cosv). 

Nimmt man eine bestimmte Gerade, z. B. bc, dann ist v con- 
stänt und es wird 2zdz = 2 (c sinv — w sinv (sin v + cosv)) dw^ 
ein Ausdruck, der für ein Maximum Minimum gleich Null ist. 

Daraus wird tu = -; . 

smv-^cosv 

Das zweite Differenzial von U ist unbedingt negativ; es tritt 
daher ein Maximum ein. 

Setzt man t) =s 4-^9 ^^^ ':sili cos v =0, so wird to = c, 
y = c, X z= 2c, also x "= 2y, die Curve, die aus der Gleichung 

orr 

^ = folgt. Nimmt man aber beliebige andere Werthe von t?, 

3.B«i':=c^^^ V ^i In etc.^ so folgen andere Curven, als: xz=z3y 
etc» etc. 

Bin schönes Variations - Problem entsteht noch, wenn man 
die Aufgabe stellt, die Curve zu finden, welche alle Maxima- 
Punkte: a, c, g, ä.. (Pig. V.) verbindet. Diese Curve ist die 
Gerade: rh, deren Gleichung: x — y = c ist, wie eine leichte 
Rechnung zeigt. (Man hat unzählig viele Auflösungen desselben 
Problems, so lange die Bedingungs- Gleichung nicht gegeben 
ist. In diesem Falle ist eine singulare Auflösung jederzeit richtig, 
aber es ist ein Irrthum, wenn man sie für die einzig mögliche 
d. h. für allgemein nimmt.) 

So lange die Bedingungs - Gleichungen nicht gegeben sind, 
ist jede Lösung gleich gültig; sollte aber etwa in einem gegebenen 
Integral - Ausdruck : /Fda? die Bedingungs -Gleichung versteckt 
gegeben sein, dann kann allerdings eine beliebig gewählte 

Bedingung z. B. a; = c, ^ = mit der bereits im Probleme 
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/Fda? enthaltenen Bedingung im Widerspruch stehen, und 
dann müssen die Schwierigkeiten auftauchen, mit denen der 
Variations-Calcul zu kämpfen hat 

§26. 

Ueberblicken wir die gewonnenen Resultate , so erkennen wir 
drei verschiedene Variations- Elemente, deren Combinationen auch 
verschiedene Aufgaben hervorrufen. Es finden sich: 

1) die Flächen -Gleichung, fix^y,z) z=: 0, die auch die 
Function der unabhängig Veränderlichen heissen kann; 

2) die Transversal -Curve (Bedingungs- Gleichung) ip (x, y) 
t= , für welche alle Werthe der zu findenden Variations - Curve 
absolute Maxima Minima von z sind; 

3) die Variations -Curve, q)(Xyt/) =sOy diö Haupteurve oder 
fiauptfunction. 

Von diesen drei Elementen können entweder je eines , oder 
je zwei, oder alle drei gegeben sein. — Ist bloss ein Element 
gegeben, dann ist das Problem unbestimmt z. B. tT = / (ar, y), 
z^ = xy^ etc. ; es giebt unzählig viele der Aufgabe entsprechende 
und genügende Auflösungen; und erst, wenn ein zweites Ele^- 
ment, g> {x,y) = 0, oder xp,{x,y) =0 hinzukommt, wird die Auf- 
gabe bestimmt. — Sind aber alle drei Elemente gegeben, dann 
ist die Aufgabe überfüllt, gerade wie bei Gleichungen^ in denen 
weniger unbekannte Grössen als Gleichungen gegeben sind. Das 
Problem kann in diesem Falle nur dann widerspruchslos sein, 
wenn eine der drei gegebenen Gleichungen ohnehin als Resultat 
der beiden anderen erscheint. 

Der erste Fall, dass bloss ein Element gegeben ist, wobei 
das Problem unbestimmt, aber doch widerspruchslos bleibt^ 
verursacht den bisherigen Variations- Theorieen einige Verlegen- 
heit, und tritt bei ihnen da ein, wo inte grab le Diffeirenzial^ 
Ausdrücke gegeben sind, von denen man gleichwohl ohne weitere 
Bedingung Variations - Resultate verlangt. 

Z. B. Es wird die Function (p{x,y) r= gesucht, für wel- 
che ü = fiydx 4- (x — 2y) dy) für alle Werthe von x und y 
Maxima sind. (Da /(ydx + {x — 2y) dy) für weh integrabel, näm^ 
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lieh gleich tf{x — y), ist, so ist J7 im Ghrunde dasselbe Problem, 
das §24 analysirt wurde, es ist das Rechteck «zwischen der Ordi- 
nate und der um die Ordinate verminderten Abscisse. 

Da der gegebene Differenzial- Ausdruck für sich integrabel 
ist, so wird U = y (x — y); es wird ein Integral gefunden, wo 
man eine Variations - Function suchte, und die Operation bleibt 
natürlich stille stehen, weil unzählige Lösungen möglich sind, 
und keine einzige verlangt ist. Stellt man sich aber selbst durch 
Einführung von Bedingungs - Gleichungen xp {x, y) = 0, z. B. 

x-{'ay = h^yz:zCy^r=0 etc., ein beliebig bestimmtes Pro- 
blem, dann kann der Calcul eingreifen und das Problem zum 
Schlüsse führen. 

Warum die bisherige Theorie ein und dasselbe Problem, 
je nachdem es in bloss verschieden scheinenden Ausdrücken 
gegeben ist, (denn Z7 = y(a; — y) und U z=z f (ydx -\- (x — 2y) dy) 
sind in der Tbat nicht verschieden), behandeln und wieder nicht 
behandeln kann, dafür findet sich kein Grund in den historisch 
vorliegenden Thatsachen. 

§27. • 

Gehen wir zu dem einzig fruchtbaren Gebiete der bestimm- 
tön Probleme über, so sind folgende Combinationen möglich: 

L Gegeben sind: die Function der unabhängig Veränder- 
lichen, und die Bedingungs-Gleichung; gesucht wird die Variations- 
Gleichung. Diess ist Gegenstand des Variations-Calculs im streng- 
sten Sinne des Worts, und alle bisher behandelten Beispiele ge- 
hören in dieses Gebiet. 

IL Gegeben sind: die Function der unabhängig Veränder- 
lichen und die Variations-Gleichung; gesucht wird die Bedingungs— 
Gleichung — ein bisher noch nicht behandeltes Gebiet, es sei 
denn höchst speciell bei einigen Untersuchungen über die Grenz^ 
werthe der Variationen, und auch da in anderem Sinne. 

m. Gegeben sind die Variations - Gleichung und die Be- 
dingungs-Gleichung ; gesucht wird die ihnen entsprechende Func- 
tion der unabhängig Veränderlichen — ein bisher noch nicht in 
Untersuchung^ gezogenes Gebiet. 
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Da es sich gegenwärtig um die Grundlegung, nicht aber 
um die vollständige Durchführung der Theorie des Variations- 
Calculs handelt, so können hier die Untersuchungen über 11. und 
m. Gebiet höchstens berührt, nicht aber erschöpft werden , damit 
sich das sicher und fest gestellte Ziel nicht aus dem Auge ver- 
liere. In der Theorie selbst müssen diese Untersuchungen voll- 
ständig durchgeführt werden, um so mehr, als sie einiges Licht 
auf sehr dunkle Parthieen des Integral-Calculs werfen. 

§28. 
Um den Gang der Untersuchung 11. anzudeuten, so ist ge- 
geben : 1 ) 55 = / (fic, y) , also auch d« = s- cfec + ^ dj/ , und 
2) die Variations- Gleichung: 9) (a?, y) =0. 

Z. B. z^ = xy^ y also auch : 3z*dz = y^dx -|- 2xydy und die 
Variations -Curve: (y — x) = 0. Aus letzterer bildet man durch 
Multiplication die Gleichung: ydx — xdx = 0, und sucht, welcher 
Werth dx statt dy substituirt werden muss , damit ydx — xdx = 
mit 3z^dz = y^dx + 2xydy ==: übereinstinmit. 

Wird die erstere Gleichung mit y multiplicirt, so wird 
y^dx — xydx = y^dx + 2xydy; demnach — dx =1 2dy, uud durch 
Integration wird: x + 2y — c = = ipj die Bedingungs- 
Gleichung gefunden. 

Es handelt sich also allgemein darum, aus der Variations- 
Gleichung 9) = z. B. X — y =r die Differenzial- Gleichung 
q)dx = oder q>dy = herzustellen imd durch Multiplication 
von integrirenden Factoren so wie durch die Substitution: dy = 

F{x, y, dx) die gegebene Variations -Curve (p :=z auf den eben- 

dz dz 

falls gegebenen Ausdruck : ö-d^ + 0— dy zu bringen, Operatio- 
nen, die bei den reichen Hilfsmitteln des Integral-Calculs jeder- 
zeit möglich sind. 

Die Unterscheidung des Maximums vom Minimum durch d^z 
-wird dann nicht aus der gegebenen Variations - Gleichung, 
sondern aus der gefundenen Bedingungs - Gleichung herge- 
leitet, gerade wie im I. Gebiet dieselbe Unterscheidung nicht aus 
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der gefundenen Variations-Oleichung, sondern aus der ge- 
gebenen Bedingungs- Gleichung hergeleitet wurde. 

§29. 

Bei den Problemen des III. Gebiets soll die Gleichung der 
unabhängig Veränderlichen: z =/(j?, y) aus q^(x,y) = und 
tfj(x,y) == gefunden werden. 

Aus fp (Xy y) = wird durch Multiplication von Factoren 
die Gleichung Mq){x,y)dx = gefunden, die dann durch Sub- 
stitution dx == i(T>(x,y))dy^ ( ein Ausdruck , der aus ipix^y) = 
hergeleitet wird,) in die Differenzial - Gleichung : T (x, y) dx -\-' 
+ P(ar, y)dy = umgewandelt werden muss. 

uZ uZ 

r(Xyy) = ^y P{Xyy)"=i ^ gesetzt, geht die Diflterenzial- 

Gleichung der Function z hervor: dz = ^dx -^ ^ dy , deren 

Integration die gesuchte Function der unabhängig Veränder- 
lichen giebt. 

Beispiel zur Erläuterung. Gegeben seien : q)=y — xr=0; 
i/i = jB -|- 2y — c = 0; gesucht wird : F ( ß > = / (x , y). Aus 
q) z=zO wird Mq>dx = 0, hier y^dx — xydx = hergestellt; aus 
dip folgt da? = — 2dy. Diess in — xydy substituirt, giebt: ^dx -j- 
+ 2xydy = dz , deren Integral xy^ = z (oder allgemein = F (s)) 
die gesuchte Gleichung der unabhängig Veränderlichen ist. 

Natürlich findet man hier, wie bei jeder Integration, Gleich- 
ungen Zy die allgemeiner sind, als die etwa in einem beson- 
deren Beispiele vorausgesetzten. Diess erläutert auch der Integral- 
Calcul. 

§ 30. 

Wenn in den gewöhnlichen Variations-Theorieen hieher ge- 
hörige Beispiele nur mit singulärer Lösung angetroffen werden, 
so ist nun im Vorausgehenden ein ungezählter Reichthum von 
Problemen und Lösungs- Methoden aufgeschlossen und bewiesen. 
Von hier aus schreiten wir auch zu den Variationen der einfachen 
Integral -Ausdrücke von der Form: /Fdx, in denen V eine Func- 
tion von {Xy yj dx^ dyy d*y..) ist, Untersuchungen, mit denen wir 
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das reichste und ausgezeichnetste Gebiet des VariaUons-CalcuIs 
betreten. Zwar scheint der natürliche Gang zu verlangen, dass 
zuerst Ausdrücke von der Form: a =/(ir, y, da?, dy, d^y , .) unter- 
sucht werden, weil in ihnen neben den unabhängig Veränder- 
lichen wohl ihre Differenzialien, aber noch kein Integral-Ausdruck 
enthalten ist. Aus Gründen jedoch , die später entwickelt werden, 
stellen wir die Untersuchungen über den Ausdruck : fVdx voran, 
wie denn auch Probleme dieser Form historisch das erste und 
lange Zeit das einzige Gebiet des Variations-Calculs waren, so 
dass noch Euler die Möglichkeit^ Ausdrücke von der Form mit 
blossen Differenzialien: ^ ^= /{x^yjäx^dy^d^y , ,) als Variations- 
Probleme zu behandeln, aus sehr triftigen und bisher noch nicht 
widerlegten Gründen bestreiten konnte. 
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VaricEtion der Integral- Ausdrücke von der Form: z zuLfVdx, 
worin V als Function von (xy y^ pj q- •) gegeben ist. 



§. 31. 

Die Probleme dieses Gebiets erscheinen in so einfacher 
Gestalt, dass sie jfast unangreifbar sind, wie sie denn auch lange 
Zeit hindurch alle Bemühungen der Wissenschaft illusorisch ge- 
macht haben. 

Im Ausdrucke : z = /Fda? ist weder die Function der unab- 
hängig Veränderlichen: z = /(a?, y), noch die Variations- noch 
auch die Bedingungs- Gleichung gegeben, wohl aber von jeder 
so viel, dass die Probleme ihrer Natur nach bestimmt sind. Denn 
z = f(x^y) ist im Problem: z = fVdx als zu findendes Integral 
vorhanden, und auch die Variations -Gleichung q^ (x, y) := ist 
in so weit gegeben, dass in Vdx das Differenzial dy durch dx 
ausgedrückt erschemt. 

Da nämlich in dz z=z — dx -^ zf dy getrennte Ausdrücke 

mit den Factoren dx und dy sind, während in Vdx der einzige 
Factor dx vorkommt , so muss aus d (q) (x, y)) = bereits dy 
in dß substituirt sein , wenn das Problem als Variations-Problem 
gelten soll. — Endlich die Bedingungs-Gleichung ip (x, y) = ist 
in so weit angedeutet, dass die Substitution ^(a;,t/) = 0ini5 
das Differenzial dz gleich Null macht. 
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Wie soll man nun die Aufgabe anfassen, wenn man nur im 
Allgemeinen weiss , dasfe von jeder der drei Gleichungen etwas 
gegeben ist, nicht aber was gegeben ist, noch auch wie das 
Gegebene zur Auffindung des Gesuchten zu verwerthen ist. 

§32. 

Die berühmteste und unzähligemal behandelte Aufgabe dieser 
Art, die Auffindung der Brachystochrone , ist so allgemein be- 
kannt, dass wir uns in ihr orientiren, und vielleicht den Weg 
zur allgemeinen Auf losung finden werden. 

Der analytische Ausdruck des Problems ist: ä = ^ J"^^ cfac, 

und es soll die Function: €p(pc, y) -rz gefunden werden, die z 
für alle Werthe von x und y zu einem Maximum Minimum macht! 
Worin besteht nun die Auflösung? 

Wenn Fallgemein gleich f (od, y , p, g . .) ist, so ist hier 
V = — ^^ . Indem man V dijfferenzirt, erhält man 

/ X 

dV = M(lx+Ndy + Pdp + Qd^ + .., 
und wenn man daraus die Gleichung : i JV — -^ 1- -^^ . A =: 

bildet^ so giebt die Auflösung dieser Gleichung die gesuchte 
Variation ^ (oj, y) ziz: 0. 

Im gegebenen Beispiele ist r= — r^> demnach: M = 

•^^' *="' '= 7=fe'''=''•*'""'-^+•• 
woraus pH = x (i H-p«), p = -.a- — -\ dy = w== dx folgt, 

eine Gleichung, die integrirt, die Cyclo! de giebt, wie allgemein 
bekannt ist. 

Diess ist das eben so schöne als allgemein anwendbare Ver- 
fiahipen bei Behandlung dieser Probleme , das vom Anfange an 
eingehalten wurde, und das Euler im Jahre 1744 in seiner ganzen 
Allgemeinheit bekannt gemacht hat 
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Ans vielen l^aiständea weiss num, daes an der Biohtigkät 
der durch diesea Verfahren gewonneneo Resultate nicht gezweifelt 
werden kÖDDB; aber den genuinen Orund, warum man gerade 
so zu verfahren habe, am adäquate BeBultate zu erhalten, weiss 
man nicht, wie ein ganz aufrichtiges und fast göttliches Be- 
kenntniss eingestehen würde. 

Dies» kann man aber der menschlichen Yernunfl nicht zu- 
muthen, da einstweilen Scheingründe bestehen, die dami später 
ohnehin vor dem Lichte der objectiven Wahrheit verschwinden. — 

§3a 

Suchen wir den rechten Standpunkt xa gevrinnen, um das 
Problem vorerst nur angreifen 7.a können, so ist in s ^ fVdx 
auch dz = Vdx gegeben, d. h. das Differenzial der Ordinate n 
für die Variations - Curve : ip^x, y) 3^ 0. Denn » ist der Aus- 
druck, der für die Substitution der Variations- Curve eintritt, da 
z fiir alle Werthe (ac, y) ein Maximum oder Minimum sein soll, 
eine Forderung, die nur durch die Variations - Curve erfüllt 
P^ p^ werden kann. Dieser Punkt ist vollkommen 

' klar und bestimmt. 

Ist in Fig. VI. die Linie Or der Durch- 
schnitt der Variations - Curve nnd der 
Fläche, so ist für c (der Punkt (x, y, z)) 
das Differenzial dz gleich der Linie m. 
DasB dieser Ausdruck nichtNull sein kann, 
ist einleuchtend; denn dz ist nicht für 
die Variations -Curve Oor, sondern für die 
Bedingungs- Gleichung bca gleich Null, 
wie im Abschnitt U. bewiesen wurde. 
Für die Bedingungs - Gleichung ip(x, y) = gilt: 

dx 
Wird aus ip{x,y) = der Factor j- = — F substituirt, 
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Wind diese Gleicbung mit der aUgemeineo^ Gleichung dz = 

,3— cte+rr-dv combinirt, so kann entweder rr- oder n— eliminirt 

öx dy ^ ' öx öy 

werden. (Gewöhnlich wird ^ eliminirt, weil ia V = f{x, y, 
Py 5 ••) ^^ Grösse y als die abhängige Variable gegeben ist.) 
Wird 5- eliminirt, so folgt: dz = (-^ ^- -j-\ — dx. (Z.B. 

für die Normal- Schnitte als Bedingungs- Gleichung wird F = -^-, 

demnach dz = 1-^ — h-^l^r- d^y wie im 11. Abschnitt bewiesen 

\dy ' cte/ öy ' 

wurde. Würde ^ eliminirt, so folgte: dz = (;r""^"^)ft~'^y^^ 

Dadurch ist die Form hergestellt, in welcher der Ausdruck: 

dz = Vdx gegeben ist, und V ist : ( p + ^) g^, oder : (l + -^)y|. 

dz 
Es handelt sich nun darum , das partielle Differential -j- (oder 

rr— l zu finden. Diess wäre sehr leicht, wenn z z:if(x,y) gegeben 

wäre, was aber nicht der Fall ist, wofür jedoch das totale 
Differenzial dz in Beziehung auf die Variations- Gleichung q) (x^y) 
= gegeben ist. 

§34. 

Um zum Ziele zu gelangen, nehmen wir den im Differenzial- 
Calcul streng bewiesenen Lehrsatz, dass es einerlei ist, ob eine 
Function zuerst total und dann partiell, oder zuerst 
partiell und dann total differenzirt wird. 

Nun ist das totale Differenzial dz gegeben, und das partielle 
Differenzial von dz nach y, /d (dz)\^ wird hergestellt, wenn im 

\y ) 

Ausdruck dz die Grösse y und alle Functionen von y, also p^q^r ., 
differenzirt, hingegen x und alle Functionen von x als constant 
behandelt werden. 

Daraus wkd : 8 (dz) = (ßdy + Pdp + QSj . .) cte. 

y 
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Nach dem Lehrsätze deö Differenzial - Calculs ist aber 
I j=rdi '"l; demnach auch : 

und weil total differenzirt ist, kann auch total integrirt werden: 
^^ + Cdx =f(my + Pdp'\-Qdq + ..)dx, oder 



dz , Ccte 



= ^f(my + Pdp+Qdq + ..)dx. 



dy dy dyi 

Wird aus V = \'v^ ~^ ^) W" ^®' Factor rp substituirt, so folgt: 

ein endlicher Ausdruck, der in keiner Weise gleich Null ist 
Es ist demnach f(Ndy + Pdp +Qdg..)dx = ^ ^ ^^ +-Cda?, 

woraus die unbedingte Möglichkeit der Integration des Ausdrucks: 
f(Ndy + Pdp + Qdq ..) dx folgt, da ihr Resultat bereits rechts 
des Gleichheits- Zeichens gegeben ist. 

Die ganze Frage ist demnach auf die Bedingungen der In- 
tegrabilität der obenstehenden Gleichung zurückgeführt. 

§ 35. 

Da total integrirt wird, so muss man die partiellen DifPerenzial- 

Zeichen 9 in 8p = d^, dq = d^^, dr = 8^, ... auf die 

Letzte Stelle zu bringen suchen, damit so viel als möglich Integra- 
tionen ausgeführt werden können. Nach dem oben angeführten 
Differenzial-Lehrsatz ist nach Ausscheidung der cons tauten Factoren 

dx, der Ausdruck: 8p = 9 -^^ = -r^ ; ebenso dq z=z d -~{ = ~; 
dr = -r-T- y u« »• w., denmach: 
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dP 



S^'p-^S^^y^ii^'y-S'yä.' 



U.S. w« 

Es wird demnach: f(Ndy + P8p 4-Q99 + Bdr -\- . .)dx =: 
/P dQ ,dm \a ^ _L 

Zusatz. Die Zeichen dy und di/ könnten auch unbedingt 
miteinander vertauscht werden ; denn y partiell nach y dif- 
ferenziri, ist gerade -so viel, als y total nach y diiferenzirt, wie 
aus dem Differenzial - Calcul allgemein bekannt ist. Ohnehin 

'dz 
deutet in rp dy das Zeichen dy nur an, dass z nach y differenzirt 

wird, und es wird nur der Gleichförmigkeit mit dz willen dy 
statt dy gesetzt. Es ist zwar dz sehr verschieden von dzj 

y 

nicht aber dz von d«, noch auch dy von dy. Darum hätten wir 
z y 

auch sogleich statt dp setzen können dp, ebenso dg statt 89, etc., 
und die Integration hätte* sogleich stattfinden können, woraus das- 
selbe Resultat hervorgegangen wäre. Diese Reductionen werden 
auch nicht vorgenommen, damit dy y dp etc., von der partiellen 
DiflFerenziation frei werden, sondern desshalb, damit alle 
Glieder hinter dem Integral-Zeichen den nämlichen 
Factor dydx erhalten, wodurch die Prüfung der Integrabili- 
tät des Ausdrucks: 

/*/,, dP d^q d»Ä , \ ^ , 

erleichtert wird. 
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§36. 

Wird eine Function z =if(xy y) (in welcher durch die 
Variations- Gleichung q>(x,y) = bereits y als von x abhängig 
gesetzt ist) einmal total und einmal partiell nach y differenzirt, so 
entstehen im Allgemeinen drei Glieder dieses zweiten Differenzials, 
deren eines dxdy, das andere dy^, und das dritte d^y als Factor 
enthält, (ein Satz, der aus dem Differential- Calcul allgemein 
bekannt ist). Denn durch das totale Differenziren entstehen zwei 

Glieder ö- öte + zr- dy , und durch das partielle Differenziren 

dieses Ausdrucks nach y folgt 77-77- cfcrdy + 0-2 ^y^ + fl"^'^' 

Ebenso, wenn zuerst partiell, und dann total differenzirt wird, 

dz 
im ersten Differenzial: d(z) = —-dy. woraus durch totak Dif- 

d^z d^z dz 

ferenzirung die Gleichung: -^-^ dxdy + -r— | dy^ + ^ d'y hervor- 

geht. (Der Ausdruck 0— 2 ^2/* kann singulär fehlen ,* wenn in 

z = / (a?, y) die Grösse y nur in der ersten Potenz enthalten ist.) 

Begegnet man daher einer solchen Differenzial -Gleichung, 

die nicht die drei Glieder, oder nicht wenigstens die zwei Glieder 

d^z dz 

^ c, dxdy -[* o- d'^y enthält, so muss geschlossen werden, dass 

von ihr aus nicht auf ein erstes Differenzial durch Integration 
zurückgegangen werden kann. So wenig, als ein erstes Differenzial 
von der Form dz = f {x, y) dxy z. B. tiz =rz xydx integrirt 
werden kann, eben so wenig kann ein zweites Differenzial von 
der Form: Kdxdy integrirt werden, wie aus dem Integral -Calcul 
bekannt ist. Wohl aber haben Ausdrücke von der Form: Kdxdy 
' 4- Ldy^ + Md^y die Möglichkeit der Integration, selbst wenn 
L = ist. 

Nui> ist (n — -i- + ~- — -T-g- + • • ) ^^y ^^ solcher, aus 

partieller und totaler Differenzirung hervorgegangener Aus- 
druck, der denmach nicht integrabel ist. 
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Dieser Ausdruck ist aber in der vorstehenden Formel wirk- 
licli integrirt, denn es ist / In — T"^'TT — ..)cfcc8y = 



L-Ta 



F^ dx 

so dass rechts des Gleichheits -Zeichens das Integral des unter- 

dP d^Q 
Suchten Ausdrucks gegeben ist Daraus folgt, dass iV— -r- +-t-^ — .. 

gleich Null sein muss ; denn welche Grösse sonst hinter dem 

Integral-Zeichen stunde, das Integral I iN — -j — |- ^-j- — .Adxdy 

würde Die. möglich aein, während wir doch andrerseits wissen, 
dass es nicht bloss möglich, sondern auch wirklich ist, ja dass 
wir es sogar vor Augen haben. 

§ 37. 

Die aus der bisfaerigen Entwicklung hervorgehenden Re- 
sultate sind: 

1) Es folgen für die Variations- Gleichung die beiden gleich 
wichtigen Gleichungen, die sich auch gegenseitig coiitroliren : 

dP d^Q d^R 
dx dx^ dx* 



I- Jf-"+i*-i;+-- = <' »n<i 



Ä+*=(-s+")*+(l-s)^+(J.-)-*+" 



F ^ dx 



(oder überall p = -^, 9 =r -r--, r = -7-^ .. substituirt ). 

n. F + ^(|,+p) = 

=(f+')((^-s+■■)+('^-s+••)^(«+••)^••> 

Aus beiden Gleichungen, sowohl aus I als a^s 11, kann die 
gesuchte Variation <p (x, y) ^=z gefunden werden; aus I unbe- 
dingt V ^nd |ius II dann^ wenn man den aus der Bedingungs- 
Gleichung ^{x, y) =;z folgenden Werth F kennt. 

4* 
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2^ Aus Gleicirang II. " wira die Bedingtmgs - Gleichung 
ip (Xy y) t= P gefunden, ind^m '^an das in Gleichung L erhal- 
tene Resultat in Gleichung 11. sulbstituirt, und. durch Auflösung 
der Gleichung die Grösse F^ und a,us ihr die unb^kanitte Be- 
dingungs - Gleichung i/j (x, y) = herstellt, was immer möglich 

dtcß 
ist, da F =3= — T— j suVstitiuj;t . werden kann^ 

3) Sind Varif^tions- und Bedingungs- Gleichung gefunden, 
so geht man zur Entscheidung über, ob die Variation q> (x, y) = 
Maxima oder Minima glebt. Man substituirt in dz die aus der 
Bedingungs -Gleichung 0*1 o?, y) .r^ hervorgehenden Wertihe, 
weil nur für diese dz gleich Null wird, und differenzirt noch 
feinmal. Der positive oder^tiegative Werth des zweiten Differen- 
ziäls entscheidet, ob Mihiinum oder Maximum stattflnflöt. — 

(Würde man hingegen statt der Bedingungs -Gleichung diö 
Variations- Gleichung in dz = Vdx substituiren, so erhielte man 
weder dz = 0, noch die entsprechenden Werthe im Zweiten Dif- 
f^^nziale, Ida füif die Yäjficl^na-Gleiohu&g' nurr^ relative'^ hin- 
gegen für die Bedingungs -Gleichung absolute Maximar Ik^d AiBakl^a 
dntreten.) - ; r . . .- , 

4) Will man die Function dpr unabhä»gig Verfmder- 
lichen z z=r f (x\f y) herstellen, so hat man zuersjb die partielle 

Differenzial - Gleichung ö~ = ^ ^^ integriren , woraus z 

als eine beliebige Function von f{x,y) hervorgeht, und hierauf 
werden zur Bestimmung dieser Function V =: (^ + j^)q~? 

V z=: yi + ~lf^)^ integrirt, woraus die Function z = /(a:, y) 
folgt. 

5) Substituirt man aus der Variations-Gleichung qp (x, y) ^=-0 
die Werthe x oder y in die gegebene Gleichung s r^ fVdx^ und 
integrirt dann, so erhält man z als Function von x oder von y, 
je nachdem x oder y substituirt wird. ' 

Geometrisch interpretirt giebt diess die Projfecffioüen der 
räumlichen Variations - Curve auf dte Ebeiien^ ZX^ Z F, Wäinrend 
die unmittelbar gefundene Variations -Gleichung (p {XyifY tn 
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die Projection auf die ]Sbene XY giebt, wodurch bei geometri- 
schen Problemen die letzte Bestimmtheit und Anschaulichkeit 
erreicht wird, 

Zusatz. Alle diese Elemente sind vollkommen bestimmt, 
soweit Probleme, bei denen durch Iniegration willkürliche Con- 
stanten eintreten, vollkommen bestimmt genannt werden können. 
In der That ist auch ersichtlich, dass z. B. die durch Integration 
gefundene Fläche z = f (x, y) nicht die einzige Fläche ist , die 

den beiden. Curven <jp {Xy y) •= und ip (xy y) z=z entspricht, 

• ■ ^^ ' ' » 

indem z. B. z^, z^ und überhaupt ä" statt ^gesetzt den Beding- 
ungen, dass z eine Variation, und dz :=z werde, ebenfalls ent- 

sprechen. Jede allgemeine Auflösung hat diese Eigenschaft, 
die aus der Natur sowohl des Galculs als des Problems hervor- 
geht, und bei wirklich vorkommenden Problemen noch Platz lässt, 
dass zur. letzten Singularisirung anderwärts gegebene, oder will- 
kürlich gewählte. Bedingungen aufgenommen werdep, was ein 
Vorzug des wahrhaft allgemeinen Calculs ist. 

§ 38. 
Es ist nicht nothwendig, dass man bei der Prüfung der 
Integrabilität von g- bei dem Integral: 

stehen bleibt; denn man kann die Gleichung (W) noch auf dop- 
pelte Art integriren, woraus andere, aber wesentlich überein- 
stimmende Criterien der Integrabilität der gegebenen Gleichung 
hervorgehen, die dann auch andere Variations - Gleichungen be- 
stimmen. 

Es ist nämlich auch:. 
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(8) ( BO = * (/*« _ P+ ^^_ _ g + . .) _ ■ 

je nachdem man inTTss /(iV — -y— + -j-y — . . j dydx den 

Factor dy, oder den Factor In — -y — h j-t — ••) ^^ durch 

Integration ausscheidet. 

Aus den nämlichen Gründen, die § 36 ausgeführt sind, müs- 
sen die beiden Gleichungen: 

dN_d^ d^Q d*R 

gleich Null sein , Gleichungen , die insbesondere da von Wichtig- 
keit werden, wenn entweder Vdx bloss x, y, dx enthält, oder 
wenn sich Schwierigkeiten und scheinbare Widersprüche in der 

Hauptformel N — -^ — |- --^ — . . •= finden , von denen wir 

noch besonders handeln werden. 

Sämmtliche drei Auflösungen (1), (2), (3) genügen voll- 
kommen dem Probleme im Allgemeinen; im Besonderen aber 
hängt es von den anderwärts gegebenen Bedingungen des Pro- 
blems ab, welche der drei Gleichungen gewählt wird. Die 
Gleichung (2) giebt eine Constante mehr als (1), und Gleichung 
(3) eine Constante weniger als Gleichung (1). Es kann daher 
jedes Problem selbst dreifach verändert werden, und jede der 
drei Auflösungen entspricht vollkommen der Natur der Aufgabe, 
wenn die Anzahl der Constanten nicht anderwärts gegeben ist. 

§ 39. 
Kehren wir zur ersten Formel zurück: 

^+Kt+p) = (p+?)((^-S+-)+ («-)f +•■). 

so enthält sie in Beziehung auf F überhaupt drei verschiedene 
Fälle: 
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1 

1) F = 0; dann wird jy + P =00, und die weitere Unter- 
suchung ist nach dieser Formel nicht fortzuführen. Ist aber 

doc 
F •= 0, so ist in der Gleichung F = — -p, offenbar dx = 0, 

dz 
X i=z c. Tritt diess ein, dann ist von selbst ^r- ^= 0, wie im 

dy 

Abschnitt II. bewiesen wurde. — Diess ist der gewöhnlich und 

fast einzig beachtete Fall der bisherigen Theorieen, und die 

Bedingungs - Gleichung ist: ip (oc — c) = 0, geometrisch eine 

mit der Axe Y parallele gerade Linie. 

2) F = CO. Daifaus folgt 8y = 0, (3/ — c) = 0, wie m 
Vorhergehenden erläutert wurde. Die Bedingungs - Gleichung ist 
geometrisch eine mit der Axe X parallele Linie, eine bisher un- 
beachtet gebliebene Bedingungs - Gleichung. 

3) P =r ±, d. h. irgend eine endliche Function von (x, y, 
Py 9 **)9 "^enn z. B. Normalen oder irgend andere Linien und 
Curven Bedingung»- Gleichungen sind. 

Zusatz. In zwei Fällen kann man die Bedingungs -Gleich- 
ungen unmittelbar und a priori bestimmen. 

a) Enthält im Ausdrucke z = fVdx die Grösse V bloss 

dz 

X und y , so wird ^ unmittelbar gleich Null. Daraus folgt aber 
dx z= 0, X ^= c als Bedingungs -Gleichung. 

b) Enthält F kein x^ sondern bloss (y, p, ^..)> so stimmt 
das partielle Differenzial in Vdx mit dem totalen überein, da man 
durch beide Operi^tionen dasselbe Resultat erhält. 

Daraus folgt durch Integration: 

F+C=,(p-g+..)+,(«-f+..)+.. 
Vergleicht man diess mit § 37 , Formel II , so folgt : 

Jf 4-p =P_'p= 0, -g = 0, also y = c 
als Bedingungs - Gleichung. 
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Die bisherigen Theorieen hatten, da "sie aus ^ = nur die 

Bedingungs-Gleichung aj = c ünbewusßt setzten, in denDifferenzial- 
Operationen nur x als constant gelten lassen ^ nicht aber 4^uch y, 
was doch aus den Bedingungs - Gleichungen dy -=. 0, 

— =: unbedingt folgt. 

Und dennoch pehmen alle Theorieen nach Euler'a Vor- 
gange ^) keinen Anstand, in diesem Falle die Variations - Curve 
aus Gleichung II. (also mit unbewusst gesetzter Bedingungs- 
Gleichung ip {y — c) ■=: 0^ statt aus Gleichung L zu bestimmen, 
Weil dadurch eine Integration wegfällt, und die Operation kürzer 
wird; auch setzen sie in der Gleichung: 

r+c=^(p + g + ..)+9(« + ..) + .. 

die Grösse F keineswegs gleich Null, was sie auch nicht ist, 
obgleich sie in verschiedenen Theorieen ate Kuli genommen wird. 

Uebrigens können in allen Fällen (den einzigen bereits l)e- 
handelten Fall: F =r ausgenommen) die Bedingungs -Gleich- 
ungen aus: 

'' + F(F+^)=(W({^-S + --)+(«-),i + -) 

bestimmt werden. Sie werden verschieden, je nachdem man will- 
kürliche Constanten nimmt oder weglasst^ und je nachdepi man 
eine der drei Gleichungen des § 38 wählt, wie ja auch in Pro- 
blemen des vorhergehenden Abschnittes 11. nachgewiesen wurde, 
dass verschiedene Bedingungs - Gleichungen ; z. B. gerade Linien, 
Kreise, Parabeln etc., einer und derselben oder verschiedenen 
Variations -Gleichungen entsprechen können. 

§ 4p. -' . 

Zur Bestimmung der Flächen - Gleichung hat man folgende 
Elemente. 



1) Ealeri meth. inven. etc. §80, Scholion I; §§46, 47 CoroU.V, VI; §66 

r . i - . 

Casus' IV, etc. etc. 



I 
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1) Die Integration der Gleichung: ^'—^^ = giebt 

eine Function zwieohen aj und y als Function yon «, /(a^i y) = ^^^ 
woarin jede f^unction von z genügt, welche cte positiv Jäpst, .wei^ni 
32de es gewöhzüich der Fall ^t^ Vdao mit positivem Zeichen, gci^ 

;j^ (a?,^) H-/i», worin x (a^^ y) eine, bestiipmte Function vop.a? wd^ jf 
l^uadirückt. während /x ekie ganz willl^ijirUche Function vQj|:i>y jist 

* 3) Da nuta'l^ bekannt ist, so giebt die ©Eichung (^ ^ F^ 

' dz 1 dz. ■ ' ' ^ » 

= 0, ^ "^Fdy ^^^^ß'"*- * ^ V'(«>y)+'yy> woAi wieder 

tp(xyy) eine bestimmte Function von a; und y, und yy jpine g^nz 

willkiirliche Function von y ^usdrüpkt. , 

' 8a '" dz 
Da für die VariationsTCutve: Fifcc 5=s ä^- <fo 4^0*-^^^ ist^'.sd 

giebt die Substitution der Wertbe ^ und ^ dip Mittel an^ 4i§ 

Hand, die willkürlichen Functionen fx und g>y zii bestimmen^ 
wodurch die Flächen- Gleichung in ihrer ganzen Allgemeinheit 
und Bestimmtheit gefunden wird. 



'.V . ' T 



'•'': fi' 



§ 41. ■ - ■ ;•• -^ 



1 '• i 



Die Entscheidung, ob die gefundene, Variations- Gleichung 
ein Maximum oder Minimum giebt, zählt zu den jichwerst^n 
Problemen der Analysis. 

In vielen Fällen weiss man aus der Naitur det Aufgabe, ob 
ein .Maximum oder Minimum e^ltritt, z. B. bei. dßr lAmf des 
sphnellsten Falles; allein dieses Wissen ist ni^c^t au^;de<Q iP^cff} 
gegründet, und darum auch für. den Calcul wertUos.^ .^ ;/ 

Bnler gebraucht die Methode , dass er siatt der ^fuhdenen 
VarifttioDS^ Ciurve ' irgend eine ! andere Curve, sti BJ eine 'g3Atd% 
Linie,') in' den Ausdruck /Vdps^ ftübstiiüiri, worttuA idehl ahgiefeil^ 
ob die Integration für die Variatioii8H<Oiuw;igiAeiri^fill(^''4llfc 'mük 
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stituirte Curv« ^inen grösseren oder kleineren Werth hat. Diese 
ganz empirische Methode Euler's ist wegen ihres Wissenschaft- 
KcTieh' Ünw^hes atHgemein aufgegeben worden. Es ist nicht 
jedierieit leicht, das Infegralefr/Fdx herzustellen; und überhaupt, 
wißhii mÄÄ^^sttitt der^Variattons-Curve eine andei'e Curvc sub-^ 
stituirt, SQ weiss man nicht gewiss, ob denn auch für jede andere 
Ciirve. dii|3sel]t>e V Resultat erfolgen werde. Und alle Curven zu 
erproben , ist denn doch unmöglich. Endlich kann die Yariations- 
CurVfe eih Alfaxiniüm oder Minimum geben, je nachdem in ihr 
die Variable öc grösser bd6r kleiner als die Constante a genommen 
Pfirä^ und diesen :W^rth af .ss a. kennt Dian nicht, ehe glicht 
aus dem Calcul selbst über Maximum oder Minimum entchieden 
i9f^ «0 dsLB& der ^V^rsueh, die Schwierigkeit durch empirisehes 
Verfahren zu vmgehe^, schlechterdinga .zu keinem sicheren Re- 
sultate fuhren kann. 

Lagrange war es, der die Schwierigkeit direct durch den 
Cahml anzugreifen wagte, wozu sich weder Newton und Lrfbniz, 
noch BernöuUi und Euler entschliessen wollten; und von kleinen 
Anfängen sind durch, diö Bemühungen tiefsinniger Mathematiken 
dJQ. (yititeyieq. ü^berj Maximum und Minimum der Variations- 
Resulta^te zu* umfangreichen Formeln , Lehrsö'tzei;! und Betracht- 
ungen angewachsen. 

Allein da die Variationen mit dem Symbole d bodenlos sind, 
und als Phantasie - Gebilde einen exacten Ausdruck weder bis- 
her gegeben haben, noch auch jemals geben können, so bleibt 
es nach unglaublich weitläufigem Calcul für jeden Forscher un- 
möglich, definitiv zu entscheiden, ob im gegebenen Falle ein 
Maximum oder ein Minimum gefunden ist, weil keine bbjectiven 
lind im Calcui gegründeten Entscheidungsgründe vorliegen. 

Der gerade Weg, zu dieser Entscheidung zu gelängen, ist, 
däisiS' man <iie FlSchen-Oleichnng heri^tefUt, und in sie nicht die 
Variations-Ourve, sondern die Bedihgungs- Gleichung eubstituirt, 
ivvooAcb :> d^ . Skitocheidung über Maximum oder Minimum ganz 
lüafyiicii 4dn b^kanntm und^objeotiven, Gesetzen des DüSerenrial- 
ß(ik^ gemäss olui» alle Schwierigkeit erfolgt. In so ferne katm 
d«i^ S'ba^» iexiedtgt ^•eb^inmi. 
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Allein die Herstellung der Flächen - Oleiehutig 4ti geecUösrAe^ 
nem Ausdruck ist in vielen Fällen bis jetzt nicht ausführbar, weil 
der Integral-Calcul, der diess 2ü leisten hat, noch nicht 
alle seine reichen Hülfsmittel entfaltet hat. Die Eatseheid'ing 
über Maximum und Minimum derVariations-Resliltate auf Her- 
stelkiBg der Flächen -Gleichung gründen wollen ^ hiesse 4^di^r in 
vielen Fällen die Schwierigkeit auf unbestimmte Zeit Verschie^^) 
statt sie zu losen. Es muss daher entweder ein anderes, auf den 
gegebenen Ausdruck Vdx gegründetes und in Diffe^enaial-Op^ra- 
tiotren ausführbares Verfahr eii gefunden werden, odeoi^ wenn diess 
nicht geschehen könnte , so müsste diese Frage ausdrücklich: als 
unerledigt anerkannt werden; denn eine Entschuldigung oder 
Umgehung auf die eine oder andere Art würde weder der Wisaen- 
BChafb noch der Erkenntniss sum Nutzen gereichen können^ 

§ 42. 

Das Gesete der Entscheidung über Mmümum und MitmmflH 

das wir suchen, muss in den vorhergehen.den Formeln enthalte^ 
sein. Wir stellen zuerst folgenden Lehrsatas a^f s 

N — f- -~ — . . j mit L, der Aus- 

*™*^(C-+^-s+-)+(«-ft-);-+-)""' 

bezißichnet wird, so ist (§ 35) . . » ; 7 

Diese Gleichung behält gapz densßlbBn Werth,. wenn di4 
aus der Bedingungs- Gleichung hervorgehenden Werthe dx, dy 
in sie substituirt werden« 

Beweis, a) arnalytisch. Streng genon^m^n,.eptbält .dies^ 
Gleiehimg bereits die aus der Bedingungs- QleichuAg .hervor- 
gehenden Werthe dxy dy; denn die ist aus Fifoj ^= ?p'(to 4^ ^'^ 

(V4riatM(ns-f Gleichung) und d» = ^--t^»Prp »=^.iO^Bedipgu|ig?^ 

Gleichung) abgeleitet, so dass die Werthe F =^-r-.-^, also dieiaua 



m 




d«r Bedingu]iga«*01iMdbtaig herroigebtoden Werth^ ^, djf, in ihr 
entbaltea emd« 

,b} geometriBch. Ist in Fig. YIL die Linie m die in der 
Fläche liegende Variations-Curve, rs ihre Tangente, die Ebene 

ßyX^i die iangirende. Ebene der Fläche 
im Punkte r (x, y, ^), ab die Bedingvngs- 
Gleichung in der Ebene XY (z. B. die 
/^Normale), ßo ist die Tangente der 
Transversal - Curve atb im Punkte r 
{Parallel mit o^, alsQ yß d^ aby weil 
rp =:: js fin absolutes Maximum Min^- 
lofMxx der Transvsrsal-^Curve orh jst 
Fiir rc 2= (far, und rc d^ XFist sc z=z di 
=s:VdiJC. Ist mfi ^ nvd^ab (eine Folg« 
der Substitution der Werthe dx, dy, 
aus der Bedingungs-Oleicfaung), so sind 
fifütimüülke <fo,<'dieisswi^hen den Parallelen m/rund nv eai&alten 
dibcl/abo m^y sc^, ftt *• einander gleich, weil sie Parallelen zvn^ 
sehen Parallelen sind* (Würden hingegen andere Werthe dx, dy, 
als /die auif der ;Bedingungs- Gleichung hervorgehenden, in Fdx 
substituirt, so entstünde eine zwar in der tangirenden Ebene 
Uegen^ , aber mit ab nicht mehr parallele Linie tskj und die durch 
sie bestimmten Werthe dz^ nämlich th^ sCy kg etc. wären keines- 
wegs einander gleich ; sie würden einer anderen Curve entsprechen, 
die nicht Transversal -Curve wäre, üfcd die daher auch dei;i Werth 
z '=: rp nicht zu einem Maximum oder Minimum machte, also 
also auch nicht der Variations-Ourve entspräche.) 

§43. 
Erinnern wir uns nun aus Abschnitt II, wie die Variations- 
Gleichung bei- solchen Functionen gefunden wird, in denen noch 
k^ine Integral^ Ailsdrücke enthalten sind. Man substituirt in dz 
fiUye Bedingungsr. Gleichung^ setzt dis 7= 0, und leitet daraus die 
Variations - Curve ab» — Wird nun umgekehrt die Variations- 
Ci^H^ tt«B eitier Gleichung dz ^=: abgeleitet, so ist diese 
Gleichung ' daft erste Differeqzial von z in Beziehung auf die 
Beffingungs- Gleichung. 
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Nun ist Vdx = \~ +xi)J [Ldxdyj -j- yf,+p) Kdx. Diese 

Gleichimg zerlegt sich in die zwei folgenden: Fax == l^-t-jplÄ'^PaOL 

. ' * ?.: ; •• . •" ■ ' ' - '.. :'\ '."•'. '^ '*;^ \ ^ •** . ) 

und (jr +ljJ^\Ldxdy\ = 0. Vdx = (p+p) ^^ dräckt j^ep- 

geoifitettiscli aos: sc ii= mn^ scz= ^iv ete., und 1^ -fljß [Läxdyj 
^ drückt geometrisch aus: sc — mn ^ 0, sc — fiv =r etc., 
so dass.l^ "^l/ti i^^^y) = ^5 gleich d« = 0, ist, d. h. das 

l)iiB%renzial vofia für 'die Bedingungs -'Gleichung, denn hur die 
p^dinjguÄgB-Gleichy^g ma^^^^ ^Xsc — m)r r(sc ;:;-,j^v).:pt^...^f|leich 
Null,' während jede andere Gleichung die Differenz der ver- 
schiedenen dz\' ((se^^th), {sc -- Ägf))-etc. keiiiteivegä-^leick^!^^ 

macht.: . ^ ^ -• •• •;'..: .;.•■,;».••. ^ , J, i:.,^i .:;. ;.| ^ ^i 

. ' Daraitiohfl];i6ii.:wir das ^ms£kk&IHSexei£ieiii&eT'^JB^ 

GUiÄchüiigc ;t*5 ä '« (^+'i) J^(id±rfy)i «^ DIer: pta'tlrt&^ In- 

, *^ * \ > ^ . 
t^ifatiail^ nadb '»» oder( y. giebt:, / . j ,.1 .!> , . > A : ■ it l» i 7 n 

........ :/ ^,^i \ ((ajJldy **-/ad('iiC%^)j hz 1 (1)* r i • n m t y't 

Es ist im Allgemeinen gleichgültig, welche dieser beld^ii 
Grl^ichimgen gewählt Wird. Nur, Wenn die Bediiigiimg^-^le'icbuiig 
X = c ist, wUsß; wßgen ,da?,p=.0 .ForiÄ^,(l,>ji.M4>:^e^n;:diQ 
Bedingungs- Gleichung y = c ist, muss aus demselben Grunde 
Formel (2) gewählt werden. . * ' r! 

- :! Um/ Über .M^mum und Mininlaixi- aB[t$Qheidto[ Isu' ^kSfmen, 




ebeüeo L^y \itid'fxd'{ijdy%' schon f^- dij' Ydi;faii.£i<nM 

gleich'- Null sind, so wird dies? ' eWest^ • DfffärenriÜ ' «nififoK 

^2^5 = r^+iJ3/d(Lcte), oder==|=^ + ija?(i(L(^)j wo^^na^^ 

Substitution der 'ßedingüngs-Gleichui^g,' die Ditfereft«fellend.(rcfei5 
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und d (Ldy) nicht mehr gleich 2^ull sind, so dass nun die posi- 
tiven oder negativen Zeichen von I ^ + i lyd (ida?), oder von 

\p-"^jl]xd(Ldy) über Maximum oder Minimum der Variation 

entscheiden. 

; . ,Fi|i^i'^(? (\^a| bf^d^.Bedingupgs- Gleichung a<;;=c s^att- 
6ndet) wird d^z anbedingt gleich xd (Ldy), da in diesem Falle 
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die Gleichung dz := ^-dy -= stattfindet, woraus unmittelbar 

2 1 

d^!& = xd(Ldjy) abgeleitet wird. In diesem Falle ist ^ = j^ = 0. 

^ür die übrigen Bedingungs- Gleichungen erhalt (^ -^^) tf 

^^ ^]bei|tiimntef^ endlichen, positiven oder negativen Werth. 

So kann nun das folgende einfache und leichte Gesetz dei* 
Sntsdieili^ iA>0r> Maximiim oder MiniifaunT/ BV^bsieEH werden : 

-r-- Mnii' »imstif aii^iderViviationsf-Gleiefaujlgdie Ahs-# 

drücke: Ldxy d.h. (iV^ — -3 — H;r^ *^.Adw oder Ldy^ dif»* 

ferenzirt sisd)f!ir :tlie bdreit^ -gefundene Beclingungs- 
Gleichung und multiplicirt diese Differenfsialien mit 

(«-4-^1 y. oder mit I -=- +i j x; das positive oder nega- 

tjiV'0.Z»elcheiii.die4ki(s Produktes zeigt an, ob die Varia-« 
iion *ei)^'Iittllimu^ dder ein Maximum gie'bt. - 

§44. 
.'1 >'i N-och^ blielki eii untersMiehen lind nacheuweisen, -welchen Gra'd 

die yariations - Gleichung : N — -j ^^d^ — . ♦ = annimmt^ 

jf» niielidein im AmitnckB Vdt die Variabein x, y , p > 9 • , . sämmt-^ 

Uoh^ caithateen ;sinä,' oder theilweiie fehlen. Da diess jedoich bloss 

die Technik der Integration betrifft, und da der .Ausgangspunkt: 

''" '^'^^ ä^Ö ''' ' '•' ■ ■ "" ^ ^ " ' 

¥ T37 "Jr? iR^ -TT ., =;; derselbe ist, auch Behandlungsweii 



rswejse 



und cRteükftto dieiBelbeii bleiben, me axxck miaer 4ti« Gleiel^iing: 

dP (PO • j ' 

N — w"" + w^ — .. . = abgeleitet werden möge, so übergehen 

ydr diese «ni eich leichte Untersuchung^ um so m^hfi» Ute (9Lio w 
jeder der vorhandenen Theorieen nachgesehen werden kaop« i , 

Und ntin, da sSmmtliche Punkte der aflgemeäüen Formel 
erläutert fi»nd, mögen einige Beispiele folgen ^ und zwar solidie) 
die bereits bekannt ufid bearbeitet eiikd , damit die • Eesukot^- <tRbr 
SQ leichter verglichen und gegen einander gehalten werden können. 
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• § 451 . ■ 

Beispiel 1. Gegeben ist: z :iz f{axy — ^ y') dtR (Euler 

Meth. inveniendi etc. pag. 89.) - ' . / 

< 

I. Bedingungs- Gleichung. Da F" = (ajjy — y^ kein dy 
enthält, so ist sogleich eine Beoingungs - Gleichung gegeben^ 

nämlich: x — c = 0^ deomaoh ftuch ^ == 0. (Keinesyem sind 
aber rp öden dy gleich Null , : , • r . .: .13 

n* Variations-Gleichung. Es ist iJ^T— -^ + •.)?= 0; 

demnach -da weder P noch $ etc. in der Gleichung- verkohuniB^ 
N z=: 0, daher dx — 3y^ r= 0^ woraus ' die Väriations^OieicIitogl 
(XX -= 3y^ folgt,' geometrisch eine Parabel. ' v . . • •* ' i 

in. Ableitung der Flächen-Gleichung. Da g^ = . 

, oy ■; r 

ist, so folgt aus Vdx 2= rr- <iaJ 4- et- ^y die • Gleichung : 1^= *^} 

g- = axy — y'^ Die Integration giebt: z = lax'-^y — xy^-^fy^ 

worin /y eine gaiie belidbnge Fmietionvon y buadBÜekL . .! eo > 

■ • 
Um sie zu bestimmen, wird a diflterenzirt: • ' 

Diess mit dem gegebenen Ausdrucke : dz = {axy — y^ dx 
verglichen, zeigt, ^ass (ftix*-' — 3xy^ +/V) '^ ^ ^^^^ fnä*Be| 
für die Bedingungs •^GlfiscUung ^ sqsijc^i füt wel^e//fliiebi;fi(9:T9§ 
(axy — y^dx gleich Null wird. Es ist demna(A;/y ^•^iJ^y'! -r*»t«örtt 
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:- • Btt^l^iy^^twA ac i(39**^(m) (aus derV«nväoiis^ei«töii^) 
l^leich N-ull ist, so wird /'y entweder ^ctx'^ oder 4a>y* (Idtzterei^ 
wenn 3xy^ — oj?^ = durch 2 dividirt, und von f'y subtrahirt 
Wirf.) Nfehtfrt» wir /y = 4 aar* (für aj= c), so wird >^ === ^ac^!/* 
BemAadh ä= ^dy (ä? + c") — «y*. 

lo;' !S<lll:.d*09e Gleicbutig ids Flädüeii - GUeicliiang . g€K>ii)etiische 
Bd^totung' hüben >. so ißt .^' der Ausdruck einer Function der 
ärdimtQ^y>4ieJiiepp von i dritter .DimensioA. sein muss, also £^ 

b^^ etc., bh^ etc. Die Grösse z als Function von ^ kann jede 
Verbindung der vorhergehenden Ausdrücke repräsentiren , mit 
^^ ^inzigeni £insc];uränk\ing , das^ [ cU unbißdingt positiv bleibt, 
wenn es in dis = Vdx positiv geg^biB.n .ist. Die gjBometnsc^a 
Flächen 7 Gleichung ist. demnach: ... 

IV. Ent8<;heidung. über Maximum und Minimum. 

a) Aus der gefun^lenen Flächen- Gleichung. Diese 
giebt, für x ss c differenzirt: 

da = (ac^ — 3cy^dy; d^z = — 6cydy^. 
'^^''1)^ •Aus der i)ifferBn«ial- Fotmel: d^z^ xd(Ldy). 
pi#r .}at:i4'7=? -?VS.p? Qx — 3y', und d{Ldy) für a? =? /'j viixd. 
^fÄ^ ;-rt{jSy^.^yt. d^iimach d'^z .=: ~ 6xydy^ = — Gcydy^y ei^ 
mit dem vorhergehenden, voUkon^m^n übereinstimmendes Resultate 
^^ _..D^er AuQdj'uck ist für positive y negativ, und für negative y 
positiv« Die Variations - Curve ax = 3y^ giebt daher für posi- 
tive y Va^imiai^ iufid^ifür negative y Minima. ;: . i 

Euler findet unbedingt Maxima, und seinSchluss, den ei; 
äns"^er Verg'leichuhg der Variations -Parabel niit de^ geraden 
Linie y si3- nor xi^tv i dass« nämUch dais Integrid- iResultatidev 
geraden Linie: (|tiaaj' -^ i^'x*) unbedingt kleiner sei al» das 

Integral - Rie&ultat der Parat)el : j^^^y *ö~ ; verliert an Gültig- 

lyaMtj ;^^U.»unbewp86t der Werth y -^, d. h. y^ Upss positiv 
gsndbutieii^-witä ^ > wätirend das WarBelzeodien auob dte negatividit 
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Geometrisch ist diess aehr leicht einzusehen. Der Ausdruck z 
hat in der Flächen -Gleichung: /(Q = 4ay(aj* + c')T-xy', für 

rfcy, d. h. in verschiedenen Coordinaten- Räumen, selber ver- 
schiedene Zeichen, so dass allgemein für die Variations-Curve 
in den Flächen- Räumen -J-Jf + F imd -f-X — F positive und 
negative Maxima für z hervorgehen, was auch die Formel 
d^z = — 6cydy^ andeutet. 

V. Herstellung der Projectionen der räumlichen 
Variations-Curve. Wird in Vdx = (axy — y^)dx der Werth 
ax = 3y' aus der Variations - Curve substituirt , so wird z = /(Q 

= / iaxy -r^dx oder /(O = tt^[/ "T? was je nach dem 
Werthe, den /(Q in der Flächen -Gleichung hat, eine Parabel 

4 

oder eine transcendente Curve repräsentirt. Sie ist die Pro- 
jection in der Ebene XZ. Wird adx = 6ydy in f(axy — y^)dx 

substituirt, so folgt a = / — ^— ^ = "^^f ^® Projection in 

der Ebene YZ^ von der wieder je nach dem Werthe, den /(Q 

i 

in der Flächen -Gleichung annimmt, dasselbe gilt^ wie von der 
Projection in der Ebene XZ. 

Zusatz 1. Nimmt man allein die Flächen - Gleichung, 
z = jöy (x' + c*) — xy^, so sind imzählig viele Variations- 
Curven für unzählig viele verschiedene und beliebige Bedingungs- 
Gleichungen möglich, so dass z. B. die Bedingungs- Gleichung 
fix + vy = yb eine ganz andere Variations-Curve giebt, als die 
gefundene Curve: ax = 3y*, woraus man auf die Unbestimmt- 
heit des Problems zu schliessen versucht werden könnte. Allein 
diese Experimente mit verschiedenen Bedingungs -Gleichungen 
und verschiedenen Variations - Curven haben ihre Schranke darin, 

dass ihre Substitutionen md& = ^dx-{-^dy den gegebenen 

Ausdruck Fdb herstellen müssen, und diess vermag nicht eine 
beliebig abgeleitete Variations-Curve, sondern die gefundene 
ax = 3y\ 
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Zusatz 2. Do(di: st diese Variations-Curve iricht ^e ein- 
Kig mögliehe. In § 38 beben wir drei äquivalente Formeln 
für die Variations - Curven gefunden, und wählen wir statt: 

= 0, dann wird- V « {^ + p)(^ + y^). 

Nun giebt die Variations-Gleichung dJV = integrirt N=^ — /c^, 
also ax — 3y' =i — k^, eine von oa? — 3y^ = verschiedene 
Variations-Curve. Für diese Variations-Curve: 3y^ — ctx = k^^ 

findet man die Bedingungs- Gleichung aus: V = (ei+Jp) 5 
worin der Vereinfachung willen C = gesetzt ist. 

Es wird : axy — y^ = — ^— — y/c^, woraus 2y^ = =, und 

da p = -^ = ^ 18t: F = ^. 

^ ax oy ay 

flOß 

Nun ist für die Bedingungs Gleichung: F = — -7-; es wird 

dx 3k^ 
demnach -j- = — , woraus durch Integration die Bedingungs- 
Gleichung folgt: ax = 3k^log(-\y in welcher die Constante c 

in den successiv eintretenden Transversal -Curven continuirlich 
aufeinanderfolgende Werthe annimmt. 

Die Untersuchungen über Flächen-Gleichung , über Maximum 
und Minimum, über Projections- Curven etc. werden wie im 
Vorhergehenden geführt. 

Zusatz 3. Die dritte Formel §38, {f(Ndx) — P + .) = 
findet in diesem Beispiele keine Anwendung, daf^ax- 3y^) dx 
unmöglich hergestellt werden kann, wenn nicht ax — 3y^ = ist, 
was auf die zuerst gefundene Variations-Curve zurückführt. 

§ 46. 
Beispiel 2. Gegeben ist: 
z = S^15a?x*y — 15a^xy + 5aY — 3y*) dx. (Euler pag. 40.) 
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s 

I. BedinguBgs-Gleichung« Auch hier ist^ wie in Beispiel I, 

dz dz 

die Bedingungs - Gleichung a? = c; ebenso tt- = 0; — = F. 

II. Variations-Gleichung. AusJV=jf5(oV — a^x-^-ofy^ — y*) 
= folgt: aV — o^x + «y — y* zsz als Variations- Gleichung, 
die sich in die Factoren {ax — y^) {ax 4-2/* — a^)z=zO zerlegt, so dass 
zwei Parabeln den Bedingungen der Variation entsprechen. 

dz 
in. Herstellung der Flächen-Gleichung. Aus ^r- = V 

folgt: 

z = 5d?x^y ^a^oi?y -^-Sa^xy^ — 3xy''-{-fy. 

Die noch willkürliche Function fy wird durch DiflPerenzirung 
von z hergestellt. Es wird: 

dz = {15a* x^y — 15a^xy -^-Sofy^ — 3y^)dx + 

+ (5a'x^ — ^a^x' + 15a^xy^ — 15xy'+f'y)dy. 

15 

Da dz = Vdx ist, so folgt: 5(fx^ ^a^x^+15a*xy^ — 15xy* 

+ fy = 0. Wird N =^ davon subtrahirt, so folgt: lOa^x^ 

15 f 15 
-^a^s? -= fy, oder für x -=, c^ Jy •=, lOa^c^y ^a^c^y. 

Die vollständige Flächen -Gleichung ist demnach; 

z z= 5a'y (x^ + 2c^) ~~a^y {x' + c^) + Sa'xy^ — 3xy\ 

•IV. Entscheidung über Maximum und Minimum aus 
Differenzial - Operationen : 

Ldy = 15 (a^oi? — a^x — d^y'^ — y^) dy für x :=^ c^ wird: 
d{Ldy) = 30yia' — 2y')dy\ xdLdy = 30xy {d?'-2y^)dy\ 

Für positive Werthe von y ist dieser Ausdruck negativ, 
wenn 2y':>a*, und positiv, wenn 2y^<Z(i^ ist. 

Die erste Parabel giebt für £c = |a die Gleichung: a* — 2y^z=:0 

und für rr <:: | o ist 2/ >^ a^ Für die zweite Parabel findet das 

Umgekehrte statt. — Die erste Parabel giebt daher von x =z 

bis x z= ^a ein Minimum, und von x = ^a bis x zz: <yo ein 

Maximum von z. Das Entgegengesetzte tritt für die zweite Parabel 

5* 
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ein , wornach Euler^s SchluBsbemerkung zu interpretiren ist. Hin- 
gegen für negative Werthe von y, die allerdings stattfinden kön- 
nen, tritt für beide Parabeln in Bezug auf Maximum und Minimum 
von z das entgegengesetzte Resultat ein, was sich auch nach Con- 
struction der Flächen -Gleichung sehr leicht geometrisch inter- 
pretiren lässt. 

§ 47. 

Beispiel 3. Gegeben ist: a =r / y~-ä- (Das Newton'- 

sche Problem ; Newt. Phil. nat. princ. math. Sectio VII, 35, Scholion, 
Euler pag. 51 , und andere Autoren.) 

I. Bedingungs - Gleichung. Da in diesem Ausdrucke 
kein x enthalten ist, so ist eine Bedingungs -Gleichung sogleich 

■=, = 0, demnach dj^ = 0, t/ ^ c. 

n. Variations - Gleichung. Diese wird sogleich ans 

V-^-C =(^ +pj P, d. h. aus F+ C = pP hergestellt. 

D^r— (J^^8)2 ist, SOlOlgt^_^^,-ha_ ^^_j_^2)2> 

woraus 2p^y = a(l+p*)' als Variations -Gleichung hervorgeht. 

Da diese Gleichung in Bezug auf p vom vierten Grade ist, 
so kann sie nicht so integrirt werden, dass y durch x gegeben 
würde. Man bestimmt daher nach Newton's Vorgange sowohl x 
als y durch p, und erhält zwei Gleichungen für x imd y, aus 
denen durch Elimination von p , soweit es die Algebra vermag, 
die Variations -Curve (p{x,y) = folgt. 

ail 4-ü*)* 
Es ist sogleich y = 7^f . (a) 

p ^ tß p* 
Wird aus a der Werth y substituirt, so folgt: 
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Fig. VUL 



Hr. Herstellung einer zweiten Bedingungs- 
Gleichung- Auch die Normale ist Bedingungs - Gleichung 

C/1 \ 
der gefundenen Variations-Curve. Denn wird in V-\ — ( p+P) ^^ 

= (f -4-i')^dieSub8titutionF=|) vorgenommenCdieNormal- 

Gleichung, § 22, Zusatz 2), so folgt: j^-j H ^ J^ ' = 

(l+p>)p'^i^3+p*) ^ SpV = C(l+pr, was mit der ge- 

fundenen Gleichung 2p^y = a {1 -j-p*)* identisch ist, wenn 

2C =^ 3 a gesetzt wird. 

Ist daher (Fig.VIIL) die CurveXa die Variations-Curve, so sind 

die geraden Linien bY und Ih (Normale) Bedingungs-Gleichungen, 

d. h. die Curve Xa giebt kleinere Werthe 
von Zj als die Curven Xb und -XT, oder 
auch als die Curven Xi undXt ; keines- 
wegs aber gilt diess für die Linie mr 
(a: = c), denn für diese Gleichung giebt 
die Curve Xn einen kleineren und Xm 
einen grosseren Werth von z als die 
Variations- Curve Xa, so dass für die- 
ses Problem weder x = c noch 5- = 

oy 

gelten kann^wie sonst angenommen wird. 

IV. Entscheidung über Maximum und Minimum aus 
D iff er enzial- Operationen. 

Aus der DiflFerenzirung von F folgt: JV = Tj;^ — a> ^ ^^ 
3yjt±yPl demnach ^^ - ^^' +P' ^^P ^P" ' ^^ dp 

Aus dem Differ enzial der Gleichung (a) y =^ 9~r^ 

2 p* dP 

folgt: dp = ,^ . — sT-T-ö- — ÖN« Dieser Werth in 3- substituirt, 

^ ^ ct{l +p )(p — 3) dx ' 

giebt: Ld. = (2^-^) cir = (^, + ^^,) ci.. 
Wird nun (^ .+ i) V^ (Ld.) im Sinne der Bedingungs-Gleichung 




2\S 



70 

ausgeführt , so wird cPz für die Transversal - Cur ve gefunden. 

dx 
Ist die Normale Bedingungs- Gleichung, so wird |> = — j-, 

d. h. es wird statt p substituirt, und nach p difiPerenzirt. 

p 

Statt dessen kann sogleich nach p differenzirt und am Ende 

1 

überall statt p substituirt werden. 

P 
. Diese Operation d{Ldx) ausgeführt und dp =: ^ 



a{l+p*){p* — 3) 
substituirt, giebt: 

d{Ldx) - \^^ij^p.y a»(i-f-|,V/ 

Wird aus Gleichung a der Wcrth — :=• ^ — . ; ■ substituirt, 

° a 2p^ ' 

80 folgt: d(Ldx) = — ^ ^j ^ » p <^' 

1 

Und nun — — statt p substituirt, folgt: (Pz = (i +p*) yd {Ldx)y 

oder cPz = -| d \_ n ^^*> ®^^ unbedingt positiver Werth, 

da wegen log p (in der Variations- Gleichung) der Werth p 
positiv sein muss. Die gefundene Curve giebt daher Minima. 

§ 48. 

- — -J-i-da?. (DieBrachy- 

stochrone ; Euler § 34 und andere A.utoren.) 

P 
I. Variations-Gleichung. DslN zizO^ P t=z —--^^=i=r^, 

V'^yl+p^ 
Q=:0..ist, SO folgt; iy—^ + ^-.. = -i.d(-^ ,J- ^ ) 

= 0, demnach: ^ ^ ^-^= =r = C = -tt^-, woraus » = -770 ix > 

dy = y, =-, und durch Integration: 

y2ax — X* 

y -=: a arc . cos I j — \/^2ax — .r' , 

welches die bekannte Gleichung der Cycloide ist. 
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Zu bemerken ist, dass in den vorausgehenden Gleichungen 
der positive Werth des Wurzelzeichens, genommen wird, so dass 
derselbe Werth in der Entscheidung über Maximum und Minimum 
beibehalten werden muss. 

IL Bedingung8*Gleichung. AasV=lr^+p\y — |-PL 

1 C P 

= rC + C^ + r^- 



1 k 

Da P = -p^ ist, so werde C= -p^ gesetzt, und da 

1 1 

ist, folgt: 



p/'2a ^2a ~ F \p/~2a "*" /"2o/ ' 
und daraus F = -j—^-^ry worin Ä jede constante Grösse bezeichnet 

fr I flrj 

Da der geometrische Ausdruck von j. ■ , noch nicht ermit- 

X 

telt ist, und die Substitution: p = - • ' — ein schwieriges 

V 2ax — X* 

Differenzial giebt, so setzen wir k z=z 0^ woraus eine allgemeine 

Bedingungs -Gleichung folgt: F'=zp^ nach § 22 die Gleichung 

der Normale^ 

Dieselbe Gleichung würde sogleich gefunden worden sein, 

wenn in F == (^+i')( + M ^^® Constante C gleich Null 

gesetzt worden wäre. 

m. Entscheidung über Maximum und Minimum 
aus Differenzial-Operationen. Im gegebenen Probleme ist 

L = zr-, und da P = --= — —-z ^ ist • wird L = 5— =: 

dx' ^^^'^^i'l+P) dx 

= (tt — -p — 1 ^ , — 5r -^ 7: — T^T-J^. — rä-^~ )• Nun folgt aus 

—p — ^^ . — r- = -77^ durch Quadrirung : zi — ^—i ^ ^ , welches 
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differenzirt ^ =:= g = ^ J* -^^ giebt Dieser Werth substituirt, 

wird L ^ -x — TZ — 4:r-s TT — ^^— — Tl ; und nun im Sinne 

der Bedingungs- Gleichung, also bloss nach p differenzirt, wird 

Damit das zweite Differenzial (Pz hervorgehe, muss überall 

statt p substituirt und d (Ldx) mit ( ^ + i j y multiplicirt werden. 

Die Substitution von statt p in 5 = ^ 7^^ ^ giebt 

— ^^^^P\ und in /"i+p* = py-^ + l giebt die nämUche 
Substitution : — ^^+P\ Es wird daher cPa = ( ^ +i) yd (Ldr) 

oder reducirt: 

so dass die Variations - Curve unbedingt Minima giebt. 

rV. Ableitung der Projections - Gleichungen der 
Variations -Curve. 

a) Die Projection in der Ebene XY ist die Cycloide: 



a — X 



y =aarccos — V2ax — x^ , die Linie Oay (Fig. IX.)- 

b) Die Projection in der Ebene XZ wird gefunden, wenn 

der Werth p* = -^ in d« = — — ^^^ — ^ substituirt, und dz 

Ja — X y 0? 

' Ä. . j -n j. 1 X j J^2adx ^^ a — x 
mtegrirt wn-d. Es folgt dz = -—=====: , z r=: '^2a arc cos , 

y2ax — 05« ^ 

worin z far X '=z ebenfalls gleich Null ist, so dass das In- 
tegral vom Anfangspunkte der Cycloide genommen wird. 
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Weil jedoch die Fallzeit nicht 

K(r+7) dx ,, 



fV(l±£^ . sondern 



^dx 



^^ - ist (der constante Factor -j^-^ ward, weil ohne 
Umfluss auf die Variation, weggelassen), so ist die wahre Fall- 
zeit: z = 1/ - 

y g a 

sehen Werth der beschleunigenden Kraft ausdrückt 



arc cos , worin g den bekannten numeri- 



Fig. IX. 




Ist die Linie OZ (Fig. IX.) das 
lineare Mass der Fallzeit für y = 
2a7i = Or, so wird die lineare Gleich- 

a — X 



arc cos 



-, oder 



ung: z = ay^ 

X — aii — cos^^ 1 d.i. die Linie 



OckeZ. 



c) Um die Projection auf ZY zu erhalten, wird in die 
Gleichung der Cycloide der eben gefundene Werth x substituirt, 

woraus Vy ^ = z — asin ^| folgt, die Curve Onm. (Die 

Cycloide hat die Ordinate x im Punkte a als Maximum, die 
Curve OkZ tangirt die Linie OZ in den Punkten und Z, sie 
hat in k ein Maximum von x und in den Punkten c und e In- 
flexionspunkte. — Die Curve Onm tangirt OZ in und my in 
m und hat im Punkte n (für y = a/i) einen Inflexionspunkt.) 

Zusatz. Der Sinn der gefundenen Bedingungs- Gleichung 

F zs p d,h. — j^ (für die Transversal -Curve) gleich p :=z -^ 



dy 
Fig. X. 




ist folgender : Die Cycloide 
0(tY (Fig.X.) ist der geo- 
^ metrische Ort aller abso- 
luten Minima von i5, die 
in der Variations- Fläche 
für die Normal - Schnitte 
der Variations -Curve ein- 
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treten , d. h. is ist klem^r z. B. für den Punkt c als für alle 
Punkte^ die in der Normale ab liegen, so dass ein Körper, der 
nach dem Gesetze der Schwere fällt, in derCycloide früher beim 
Punkte c anlangt, als z. B. bei den Punkten h oder a, wenn er 
in den Linien Oh oder Oa fiele. Keineswegs würde diess aber 
für Punkte einer von der Normale verschiedenen Linie allgemein 
gelten. Ebenso gelangt ein Körper in der Cycloide früher nach to, 
als in irgend einer anderen Linie etwa nach den Pnnkten t oder 5, 
früher nach r als nach den Punkten m, s, n etc. Ebenso gelangt 
er früher in der Cycloide nach den Punkten Cy tjo, r . ,^ als in 
irgend einer anderen Linie. 

Würde ein Körper in den geraden Linien OM, Os, Or, Ox etc. 
ßtUen, so wäre die Falkeit des Körpers, der in der Linie Or 
fällt, ein Minimum. Ist daher das Problem gegeben, den Punkt 
einer willkürlichen Linie mn zu bnstimmen, für welche die Fall- 
zeit vom Punkte aus ein Minimum ist, so wird der Punkt r 
gefunden, der durch die Cycloide und durch mn als Normale der 
Cycloide gegeben ist. 

Wäre die Entfernung Om und die Lage der Linie mn gegen 
OY eine andere, so würde eine andere Cycloide, aber doch mn 
als Normale dieser Cycloide gefunden , und der Punkt des schnell- 
sten Falles in ihr wäre ihr Durchschnittspunkt mit der Cycloide. 

§ 49. ^ 

In den nun folgenden Beispielen wird es sich vornehmlich 
um die Bedingungs - Gleichungen handeln, weil von ihnen 
die übrigen Bestimmungspunkte abhängig. sind. 

L Gegeben ist: /a?t/rte/*(l +!>«). (Euler §37.) 

Hier ist JV^ = x^(l +p^); P = ^.^^ ^, und die aus 

dP 
N — -j- :=zO folgende Variations-Curve kann nicht leicht durch 

Integration hergestellt werden. 

Sollte sie aber auch unbekannt bleiben, so folgt doch aus 

V = (f.+p)(- +P) sehr einfach die Bedingungs- Gleichung. 
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Seteen wir , wie bei der Brachystochrone , C i= Oj dann wird 

BO dass die Normale der (unbekannnten) Variatioos-Curve 
als Bedingungs-Gleichung erscheint. 

n. Gegeben ist: a = / — ^^ — *-^ ^ (der analytische 

Ausdruck des Problems, die Curve zu finden, die mit ihrer 
Evolute den kleinsten Raum einacUiesst)» 

. Da in diesem Ausdrucke kein x enthalten ist, so kann man 
die Variations- Curve sogleich aus Gleichung IL ableiten: 

''=a+^)(?+''-g+«-)i'-^ 

Betet man, da V kein x enthält, F = p I — \^ P — -^j 4- Q?» 

wie Euler und nach ihm andere Autoren thun, und was voUt^ 
kommen richtig ist, so folgt die unerwartete Bedingungs-Gleichung 

i 

=, = 0, also dy := 0, y '^iz c (als Transversal- Curve). Im 

gegebenen Beispiele wird, da N = 0^ also P — ^ z= C ist, 

r=D + Cp + Qq, oder: il±£Dl = j) ^ Qp —iL±PDl^ 

2Jl±Pr^j,^Cp. 

9 . 

Es verdient, bei Euler verglichen zu werden, welche viele 

Transformationen nothwendig waren, dass diese Gleichung als 

eine Diiferenzial - Gleichung der Cycloide erkannt wurde. — 

Und doch ist diess auf den ersten Blick einzusehen. Denn aus 

q = ^^^^ (§ 48, IV.) folgt für die Cycloide: ^-ÜÄ' = 4ap, 

und diess in die voranstehende Gleichung subdtituirt, giebt: 
8ap = D + Cpy also D := 0, C ^= 8a^ so dass die Cycloide 
die Curve ist, die das verlangte Minimum giebt. 

Zusatz. Die Bedingungs- Gleichung y = c zeigt an, dass 
die Transversal- Curveri senkrecht auf OY stehen (Fig. IX. 
§.48), %* B. huD, und jtwar iik allen Punkten, in den Punkten 
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b, m etc, wonach die geometrische Construction der Curve und 
ihrer Evolute sehr leicht herzustellen ist. Die Cycloide schliesst 
mit ihrer Evolute einen kleineren Raum ein, als Curven, die ihr 
zu beiden Seiten liegen und bis zu ihrem Durchschnitte mit der 
Abscisse x verlängert sind, auch einen kleineren Raum, als die 
Curve mit ihrer Evolute einschliesst, die in der Abscisse x 
denselben Punkt mit ihr gemeinschaftlich hat 

ÜL Gegeben ist: a = / 1 — | — p^jdx. 

Es wird N ^ -^, P = — 2pl; demnach: -^ + 2? = die 
Gleichung der Variations - Curve. 

Aus ^+2? =: folgtS.t§) Ä — ^;|) äri + 0, und 

daraus y == alog — |- Ca?. 

c 

Wird die Constante C so bestimmt, dass y für o? := c gleich 

Null wird, so folgt: y =^ alog -. 

c 

Die Bedingungs- Gleichung findet man aus F = I ^+i>) ^• 
Es wird —f- — p* = — -^ — 2p^ , und daraus , wenn p = - 

substituirt wird : — b» =^ q—- ^^ ^^r die Trans versal-Curve 

F = — -^ ist, so folgt: -7- = ^ , und durch Integration 

21^-^0 z:^ 2yx; ein System aufeinander folgender gerader Linien, 
die für y = sämmtlich den Punkt a = 2yx geben, so dass 
sie sämmtlich durch einen Punkt gehen, und sich um ihn be- 
wegen, je nach den Werthen, die für y substituirt werden. 

Zusatz. Dieses Problem verdient weiter verfolgt zu wer- 
den, -sowohl wegen der Flächen -Gleichung, als auch, weil 

Vdx = ( — 1^ —rp^jdx unter der Bedingung, dass dz allgemein 

gleich Null ist, für sich integrabel wird. Denn V =z zerlegt 
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sich in die Factoren: (l^^ + |)(>^^|) =0, deren 

Integral (.0, f + Ö) (I, ^« _ ^) 1 (,,, ^_y _ | ^ ist. 

Und doch ist für diesen Werth V die allgemeine Formel: 

dP 
N — -j — f-.. nicht identisch gleich Null. 

§ 50. 

Von hier aus gehen wir zu den Fällen über, von denen 
gelehrt wird, dass bei ihnen der Variations-Calcul nicht zur 
Anwendung kommen könne. Sie sind folgende: 

1) Die Gleichung: N — -z f- -ty — . . = wird identisch 

gleich Null, woraus nichts geschlossen werden kann, weil keine 
Prämisse vorliegt. 

2) Die Gleichung: N — jTt + j-^ — •• = wird einer con- 

stanten Grösse gleich, was ein Widerspruch ist, gegen den der 
Calcul nichts vermag. 

In beiden Fällen ist es jedoch nicht schwer, ein leichtes 
Versehen nachzuweisen, so dass der Variations-Calcul in den 
Ausdrücken fVdx überall zur Anwendung kommen kann. 

dP 
Der erste Fall : JV — -j- + . . = identisch Null tritt ein, 

doo 

dP d^O 
wenn dz = Vdx unbedingt integrirbar ist, denn N — -^ — |- -r^ — .. 

= ist das Criterium der Integrabilität gegebener Diflferenzial- 
Gleichungen. Man findet daher sogleich durch Integration: 
« z=z ß^dx z= f (xy y)j so dass die Flächen-Gleichung gegeben 
erscheint; diese Probleme gehören also in Abschnitt II., und es 
können unendlich viele Variations-Curven für beliebige Bedingungs- 
Gleichungen abgeleitet werden. 

Es ist im § 26 davon gehandelt worden. Ist z. B. Vdx = 

(y — ißy~x)p) dx gegeben, so wird N z=zl — 2p,P'= — (2y — a?), 

dP 
daher ^—^ — (^ — 2p) — (i — ^) = 0, und diess ist em 



1 
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Zeichen , dass (y — {2g — w)p) dx unbedingt integrirbar ißt. In der 
That wird auch z =z xy — i/* , d. h. es wird sogleich die Flächen- 
Gleichung gefunden. Für die Begründung d«r Lehre, dass der 
Calcul bei z z=: xy — y' unbedingt eingreifen könne, während 
er bei d« = (y — (2y — x)p)dx (was doch ganz dasselbe ist) 
nicht eingreifen könne , findet sich kein Grund in der historischen 

Entwicklung der Variations- Rechnung, 

dP d'^Q 
Der zweite Fall tritt ein , wenn N — -, 1- -r-~ — . , = ö, 

einer constanten Grösse gleich wird, was ein Widerspruch isL 
Z. B. Ä = f(xp — y)dx. Hier wird N z=z — i, Pz= x, denmach 

N — 3 - =r. — 2 , während N—^:y-^=0 sein sollte. Bekanntlich 

dx .. dx 

ist z = f(xp — y)dx der analytische Ausdruck des Problems, 
eine Curve zu finden, deren Sector ein Maximum oder Minimum 
ist. Werden Polar-Coordinaten genommen, so ist: 2SecL=ifu^dq>j 
worin u den Radius .und 9p den entsprechenden Winkel bezeich- 
net Wird dieser Ausdruck variirt, so folgt: iV=z2u, Pz=0^ 
demnach JV = 0, w = 0, ein Resultat, das keinen Widerspruch 
in sich schliesst, sondern anzeigt, dass es für die gewählte 
Variations- Gleichung eine solche Curve einfach nicht gebe. Denn 
der Radius w = bezeichnet einen Punkt, nicht eine Curve. 

Werden statt der Polar-Coordinaten die rechtwinkeligen 
Coordinaten substituirt, q) = arc. tg. — y w' = a:* + y*, so folgt: 

X 

2 Sect. •=r f(xp — y)dxj und das nämliche Problem sollte nun in 
dieser Form des Calculs den Widerspruch: — 2 = geben? 

§51. 
Die allgemeine Lösung beider Schwierigkeiten besteht darin, 

dass man / (N — -^ — f- j^ — . .j dxdy = 0, (/Ldxdy •= 0) 

als die einzige Variations- Gleichung nimmt, während § 38 be- 
wiesen wurde (worauf auch schon Euler hingedeutet hat), dass 
drei äquivalente Formeln eintreten: 1) Ldxdy =0^2) (fLdx)d^y 
^= 0, 3) yd{Ldx) = 0. Die erste Formel nimmt man in den 
allermeisten Problemen, wahrend man in allen auch Formel (2) 
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tmd (3) experimentiren könnte. Die Formel (2) muss nun du 
g^siommen werden ^ wo Ldx identisch gleich Null, also a für sich 
integrabel ist. Und Formel (3) wird genommen, wenn L statt 
Null einer constanten Grösse gleich wird, weil dann das Dif* 
ferenzial von L gleich Null wird, was nicht ein Widerspruch, 
sondern ein vollkommen brauchbares Resultat' ist. 

Wird L = Cy dann folgt: 

eine einzige Gleichimg für zwei unbekannte Grössen, nämlich 
für F (Bedingung» -Gleichung) und für die Variations - Curve. 
Es sind also auch in diesem, wie im zweiten Falle, unendlich 
viele Auflösungen möglich , indem für andere Bedingungs-Gleich-^ 
ungen auch andere Variations- Gleichungen hervorgehen. 

Beispiel. Ist das Problem Vdx = {xp — y) dx gegeben, 
so ist V= oop — Vy N =r — i, P = Xy L = —2, und (C = 

gesetzt) (xp — y) = ^- ^ pj(zi^ ^ xj , y = ^^~ ^ . 

Werden nun beliebige Bedingungs- Gleichungen genommen, z.B. 

a?±t/ = o, aj'±ay* = 6* etc., so wird F=( — ^j=zpl, 

=p -^ etc. 
^^ X 

Diese Werthe in ypFz=px — 2y substituirt, geben DiflFerenzial- 
Gleichungen zwischen x^y^p .., deren Integration die entsprechen-^ 
den Variations -Gleichungen liefert. 

Werden z. B. die Sectoren mit 2bz bezeichnet, und ist z 
Ordinate, so ist 2bz =:f(x,y) eine Flächon- Gleichung, in wel- 
cher eine gefundene Variations - Curve grössere oder kleinere 
Werthe von z giebt, als alle rechts und links liegenden zur 
Bedingungs-Curve gezogenen anderen Curven. 

Zusatz. Den drei möglicherweise eintretenden Fällen der 

Variation entsprechen genau die drei Formeln: Ldxdy ^=^ 0^ 

d^y/Ldx = 0; yd{Ldx) = 0. Die erste Formel entspricht den 

vollkommen bestimmten Problemen ; zweite und dritte FormcA 

^entsprechen unbestimmten Problemen; sie geben aber nicht Nkditr^ 
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Vfie man annimmt , sondern eine unzählige Menge ricbtiger 
Losungen; und so wenig, als in der Algebra die unhestimmie 
Analytik verworfen wird, so wenig sind diese Formeln sm ver- 
werfen. Auch können diese unzähligen Auflösungen durch ander- 
wärts gegebene Bedingungen auf eine bestimmte Anzahl be- 
schränkt werden , was eben von der Natur der einzelnen Probleme 
abhängig ist. 

§52/ 

Wenn nun im Allgemeinen die Probleme dieses Abschnitts 
erledigt sind, so bleibt dennoch Mehreres und nicht Unwichtiges 
zu erläutern übrig. Denn die Methode der Grundlegung einer 
Theorie ist eine andere, als die der Theorie selber; wenn in 
dieser von festgestellten, sicheren Principfen aus alle Lehrsätze 
abgeleitet werden, so gilt es bei der Grundlegung vielmehr. Alles 
Schritt vor Schritt zu elementarisiren, damit jeder einzelne Punkt 
in seiner Bedeutung vollständig erfasst werde. 

Wir haben bisher nicht von den Grenzwerthen gehandelt, 
die in anderen Theorieen der Variation eine so grosse Bolle 
spielen; wir haben sie ausgeschlossen, unbedingt, absichtlich, 
weil die Variationen allgemein, und nicht bloss zwischen bestimm- 
ten Integral- Grenzen zu gelten haben. Diess ist sehr leicht zu 
beweisen. Jeder Satz gilt so, wie er abgeleitet ist. Braucht 
man zu seiner Ableitung gewisse Einschränkungen, damit er gül- 
tig bleiben kann, so gilt er nur unter diesen Einschränkungen; 
kann man ihn allgemein ableiten, so gilt er allgemein. Diess ist 
aber bei allen vorausgehenden Lehrsätzen der Fall gewesen, mit- 
hin gelten die Variationlen allgemein. 

Zudem ist die Untersuchung über die Grenzwerthe ganz, 
allgemein analytischer Natur; sie triflft die Differenzial- und 
Integral- Rechnung, nicht den Variations-Calcul, der nur eine 
Anwendung dieser Disciplinen ist. So wird z. B. die Theorie 
der Gleichungen in der Algebra behandelt, nicht aber in der 
Curvenlehre, obgleich sie in dieser eine sehr wichtige An- 
wendung findet. 
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Endlich weiss man, dass die Hauptgleichung der Variation 
N -z h -T-? — . . = schon bekannt war, ehe Lafi:range 

die Oesammt- Gleichung herstellte, die wir in unserer Ableitung 
als folgende kennen: 

+ («-§+-)'f-- w 

+ (*) 

Nun giebt Gleichung (1), gleich Null gesetzt, die Variations- 
Gleichung. Allein die in (1) gefundenen Werthe machen Gleich- 
ung (2), Gleichung (3) etc. weder einzeln noch in Verbindung 
unter einander gleich Null. Da man nun beharrlich das Variations- 
Differenzial dz mit dem Transversal - Differenzial dz, welches 
allerdings gleich Null ist , verwechselte , und unbedingt das 
Variations-DiflFerenzial Vdx unter der Form dfVdx gleich Null 
haben wollte, so blieb kein anderes Mittel übrig, um alle Gleich- 
ungen (1), (2), (3) etc. wegzuschaffen , als sie einzeln gleich Null 
zu setzen, und dann aus jeder bestimmte Werthe abzuleiten, die 
diess leisten, und die man Gh:enzwerthe nennt, Werthe, die das 
Variiren einschränken, weil nur für sie der gegebene Ausdruck 
Vdx gleich Null wird. 

Nun ist aber Vdx in der That nicht gleich Null, sondern 

gleichen): (^^+p)dx{^ + P-§ + ..+(Q-..)^- + .), wie 

Euler selbst in den §§ 47, 49 angeführten Beispielen setzt, so 
dass man irre wird, und den Grund vermuthen kann, warum 
spätere Autoren eine Gleichung, die Euler in seinem Haupt- 
werke (Methodus inveniendi etc,) unbedenklich und mit Nutzen 
und Erfolg anwendet, ausser Acht lassen. Diese Formel, richtig 
aufgefasst, widerspricht der Theorie der Grenzwerthe. 

Man könnte daher versucht sein, zu schliessen, dass diese 

Ghrenzwerthe zu dem besonderen Zwecke ausgedacht worden sind, 

6 
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Gleichungen wegfallen zu machen, die einerseits unbequem sind, 
und andererseits nicht anders verwerthet werden können; und diese 
Gleichungen musste man wegbringen, weil sonst Vdx nicht gleich 
Null wird , und dieser Ausdruck sollte gleich Null sein , weil 
man das Variations-DiflFerenzial mit dem Transversal -DiSerenzi«! 
verwechselte, sodass eine Verwechslung, ein&rthum, der Grund 
der ganzen Theorie der Variations-Grenzwerthe sein könhte. 

So zu schliessen wäre ungerechtfertigt, dieser Gegenstand 
hat einen tiefer liegenden Grund, der nun zu erforschen ist. 
Vielleicht gelingt es uns dabei auch, den Bemoulli^schen und 
Lagrange^schen Ideengang in genuiner Construction kennen zu 
lernen. — Wir schlagen einen Weg ein , der. Anfangs ein Umweg 
zu sein scheint , der aber sehr bald und sehr rasch zum Ziele"^ führt. 

. § 53. 

Es unterliegt nicht dein geringsten Zweifel , dass inVariations- 

Prpblemen des IL Abschnittes, in denen die Flächen -Gleichung 

gegeben ist^ alle Curven, 4iß nait der Variations-Curve den 

Punkt 07^ j/ gemeinschaftlich haben ^ auch den glichen Werth z 

gemeinschaftlich besitzen, da z =/(a;,y) 
gegeben ist. Ist z. B. in Fig. XL die Linie 
Ock Variations-Curve , so haben die Para- 
beln pc^ Oc den Punkte mit der Variations- 
Curve gemeinschaftlich, und die Ordinate z 
im Punkte c ist für alle Curven, wie sie 
auch immer durch c gezogen sein mögen, 
p J/C eine und dieselbe Ordinate. 

Wie stünde es nun, wenn diess auch für die Probleme des 
in. Abschnittes einträte ? Dann wäre % = p/^dx statt Maximum 
oder Minimum für alle Curven , welche die Endpunkte mit der 
Variations - Curve gemeinschaftlich haben, eine und dieselbe 
Grösse, also für sie oonstant, so dass die Lösung des Problems 
ganzlich verfehlt wäre. Denn es ist bekannt ,- dass der Variations- 
Calcul bei Aufgaben des III. Abschnittes in Ermangltmg der 
Kenntniss emer Transversal - Curve gerade dto gerne in s ch af t - 
liehen Eiudpunift der mit der Variations - durv« vergUchieneii 
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Curven betont, und auch in diesem Falle singuIar im Rechte ist, 
da die Variations - Curve nicht bloss im Vergleich zu allen aiff 
die Transversal -Curve gezogenen Linien, sondern auch im Ver- 
gleich zu allen Linien, die mit ihr denselben Punkt, den Werth 
{x, y) gemeinschaftlich haben, ein Maximum oder Minimum sein 
soll. So giebt ( § 48 , Zusatz , Fig. X.) die Cycloide nicht blosö 
gegen alle auf die Normale gezogenen Linien, sondern auch gegeü 
die Linie , die den Punkt r der Normale mit der Variations-Curve 
gemeinschaftlich hat, ein Minimum der Fallzeit, nicht eine Gleich- 
heit der Fallzeit, was eintreten würde, wenn die Ordinate ä, 
die in r beiden Curven gemeinschaftlich ist, auch für beide Curven 
denselben Werth hätte , wie diess in den Problemen des II. Ab- 
schnittes der Fall istl 

§54. 

Diese Schwierigkeit ist nun zu heben. — • In den Probtemen 
des in. Abschnittes ist die Flächen -Gleichung nicht gegeben, 
sondern Resultat einer Integration , und werden in a = fVdx 
andere Curven , d. h. andere Gleichungen zwischen x und y sub- 
stituirt, so erfolgen nothwendig andere Werthe von z, d. h. es 
erfolgen überhaupt andere Flächen, die über einander liegen, 
so dass dem nämlichen Punkte (a;, y) in der Ebene XY ver- 
schiedene z als Ordinaten verschiedener Flächen entsprechen. 

Werden algebraisch verschiedene Gleichungen in fVdx sub- 
stituirt, so kann diess eine gänzliche Formveränderung der Functio- 
nen, nicht ein blosser Uebergang zu vorhergehenden und nach- 
folgenden Punkten einer und derselben Function sein. Eine gänz- 
liche Formveränderung der Functionen , von der man freilich nicht 
weiss, wie sie allgemein hergestellt werden soll, wird in den 
Theorieen des Variations-Calculs als der entscheidenste Punkt 
vorausgestellt, kann jedoch in keiner Weise bewiesen werden, 
weil sie bei den Variations- Operationen in der That nicht statt- 
findet. Denn in den allgemeinen Operationen hat man nur 
die Substitution von x ± dx statt a?, von y dt. dy statt y etc., 
und diess ist nicht unbedingt eine Formveränderung der Functio- 
nen ^ sondern kann sogar selbst bloss ein Uebergang zu anderen 

Wwthen einer und derselben Function sein. 

6* 
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Jedoch empirisch kann man die Formveränderimg sehr 
wohl herstellen, und Euler hat durch sein Verfahren, durch 
welches er Maximum und Minimum unterscheidet (§ 41), durch 
Substitutionen beliebiger Curven wahre Formveränderungen von 
Functionen vorgenommen. Er gebraucht diess aber nur aushilfs- 
weise bei der Entscheidung über Maximum und Minimum, die 
von dem Zeichen des zweiten Differenzials abhängig ist, er ge- 
braucht dagegen diese Substitution nicht beim ersten Differenzial, 
nicht bei der Ableitung der Hauptfunction , denn dabei hätte sie 
keinerlei Dienste leisten können. 

Nehmen wir z. B. das Problem § 48, das von der kleinsten 
Fallzeit handelt. — Wird in den Ausdruck: / - — - Tl^ ^ — 

die Gleichung der Cycloide substituirt, so erfolgt für einen be- 
stimmten Werth, z. B. X z= 2a, die Grösse der Fallzeit gleich 

tt/"-. — Wird in denselben Ausdruck die Gleichung einer 

anderen Curve, z. B. einer geraden Linie, substituirt, so ist für 
X z=: 2a, die Gleichung der geraden Linie, die Anfangspunkt 
und Grenzpunkt {x = 2a) mit der Cycloide gemeinschaftlich hat, 

a 
Dieser Werth mit dem Werthe der Cycloide: 7t ^- verglichen, 

zeigt, dass die Cycloide eine kleinere Fallzeit giebt. 

Die beiden Fallzeiten, die beiden gefundenen Werthe z, 
entsprechen demselben Punkte x, y^ aber sie sind Ordinaten, 
nicht der nämlichen , sondern verschiedener Flächen. 

Diess ist Euler's Verfahren; man kann es überall empirisch 
anwenden, aber ohne Regel und nach blosser Willkür, und darum 
sind auch die Resultate nur für willkürlich gewählte Formen 
gültig; doch scheint diess Verfahren zutreffender zu sein, als 
das andere, das nur den Uebergang zu vorhergehenden und nach- 
folgenden Werthen einer und derselben Function macht, denn 
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dadurch werden nur Werthe von z verglichen, welche in der 
Ebene XY verschiedenen Punkten entsprechen, den Punkten (x, y), 
(x± dx, y ± dy); und geschieht bloss dieses, dann scheint die 
Natur der Aufgabe verfehlt zu werden — eine Abirrung vom 
Problem, welche diejenigen vertreten mögen, die keine Bedingungs- 
Gleichung und keine Transversal -Curve kennen, und nur Curven 
vergleichen, die denselben Punkt gemeinschaftlich haben sollen. 

Sie vertreten auch ihr Verfahren, indem sie sagen, dass 
gerade für die Grenzwerthe die Punkte, um die es sich handelt, 
zusammentreffen. Wenn diess wirklich zutrifft, und nicht eine 
blosse Behauptung ist, dann ist es eine richtige Antwort, aber 
dann ist der Preis , um welchen man sich aus der Schlinge zieht, 
zu gross; es wird nänilich die Allgemeinheit des Varürens ge- 
opfert, und diess ist eine viel zu theuer erkaufte Rechtfertigung. 
Und zudem ist mit diedem Opfer noch nicht einmal erwiesen, 
das» die für diese Grenzwerthe gefundenen Grössen z nicht durch- 
aus constant bleiben, was doch der Mittelpunkt der Frage ist, 
und um den es sich in Wahrheit allein handelt. — In der Wirk- 
keit steht es jedoch nicht so schlimm, denn das Ganze ist nur 
eine theoretische Beruhigung. Bei wirklichen Problemen nehmen 
alle Theorieen die Variation allgemein, z. B. Problem 45, 
in welchem Euler die Gleichung y :=i yujc statt der Variations- 
Gurve setzt. Diese Substitution gilt für alle Werthe von aj, für 
x = j^a, a, 2a j etc., es mag dafür das Lagrange'sche dy gleich 
Null werden oder nicht. Doch ist nicht zu verkennen, dass diese 
Schwierigkeit , welche die ganze Theorie zu erschüttern im Stande 
wäre, eben so gut unser Verfahren trifft, das keine Formverän- 
derung, sondern vermöge der Diiferenzial- Operationen nur Ueber- 
gänge von (a?, y) zu (o? db cfa;, ^ db dy) kennt, und nicht einmal 
Grenzwerthe in Anspruch nimmt, um nöthigenfalls dx oder dy 
verschwinden machen zu können. 

Dem wahren Ziele nun, etwa mit unendlich kleinen Grössen, 
dem gewöhnlichen, aber nicht zu rechtfertigenden Auskunfts- 
mittel , näher kommen zu wollen , daran kann nicht gedacht 
werden , denn es handelt sich nicht um blosse Annäherung , son^ 
dem ^aaä Mrktiches Zusammentreffen ' der Punkte o? ^ y , und über- 
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die^s auch um, eine, wirkliebe Differenz der diesem nämlichen 
Ptinkte Xy.y entspreahcjaden Ordinaten ä1 D^a dass die ge- 
£imdene Function z xiicht constant, sondern wirklich ein Maximum 
o4er Minimum iBtj das ist das. -Wesen der Variation, und indem 
wir den einen Punkt, die Goincidenz von (o:, y) in's Au^e fassen, 
dürfen «wir den anderen, die Differenz von z^ nicht übersehen. 

§ 55. 

Die mit derVariations-Curve abb (Fig.XIL) ?u vergleicb^&den 
Naöhbar-Gurv^ ayn, a/Jm werden erzeugt, wenn in der Ebene XF 
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statt der Ordinate Xy y die Ordina* 
ten X dtz 4xy y ± dy genommen 
werden. (Wählt man für denselben 
Werth dx die Zunahme dy so , dass 
sie der . aus der Variationö-Curve 
hervorgehenden Zmiahme von y^ also 
der Grösse ^y gleich ist^ dann ent- 
fernt macL sich gar mcht von dar 
? Yariations - Curve, sondern bleibt 
gänzlich in ihr, und vergleicht Q«cr 
ihre vorhergehenden und liadl- 
^ folgenden Werthe von z xmiev sieh.) 
]^pimt man jedoch die willkürlichen Zunahmen ^y verschieden 
yprt Jy^ so werden Nachbar - Curve» erzeugt. Ist z. B. die 
B^diogungs - Gleichung <r = c, dann werden durch die Sub- 
stitution von beliebigen y dt dy statt y, während x denselben 
Wierth behält, Nachbar- Curven erzeugt. Giebt die Bedingungs- 
Gleichung etwa die Transversal -Linie /5fy, dann werden die Cur- 
ven. aßm^ ayn erzeugt, indem man die aus der Bedingungs- 
Gleipbung hervorgehenden dx^ dy in x dz düH, y ±: %/ setzt, 
und diese Werthe in die Variations-Curve sufestitiiirt. Setzt' man 
der Kürze halber ^ statt o: ± cte, j^^tattry ^ dy^ so ist die Gleich- 
ung dieser Nachbar-rCurven z =/(§, fj), wenn die Gleichung der. 
y^yj^^aonsr-Curve'fl^ = (x,y)^t — Aber formveBänderndef empirisch 
g^wählt^^i^^Te^ aiü, abtOy die einen Punkt 6 mit der Variations- 
Gurye g^peiosohaftUoh hab^n, ^ei^den dftduTQh ipac^jli.e^ft^gt^r:. 



1. Wie: nnn aber auch idimer diese beliebigeB^ foniivmuidern- 
den Curven äbv, abw g^^wäUt werden mögen, 86 giebt es jeder-» 
zeit entspreehcinde allgeiaäein erzeugte Curven ayn, aßm^ deren 
Tangent)^ mit . den Tangenten der em^^irischen,. formverändem-»* 
den Curven in der mit ßy parallelen Linie aer zusaäunenfalfeir,' 
so djasa die ersten Diffe^enzäalien von z der fänf (oder unendlicli 
vielen) verglichenen Curven, ahc^ abv^ abw, aßm, dyn^^ ieiilAodeJt 
gleichf öind (diö. Linien ^, y/il, ^A ;..).: . . 

'ßetr^chten wir die beiden Curven oftti' und 09^ (und dfasr^ 
selbe gilt von allen zusanmiengehörigen Curven) , so haben sifif 
im Pun](,t^ r die glmoben Werthe d«! und 'auch die gleichen d^^ d^. 
Die der Curve cvfd im Punkte y entsprechende Ordinate z wärdei 
mit."«', die diBr Curve ohm entsprechende Ordinate z im Punfcterj^ 
werde w^z' beeeiehnet. Geht man dturch Integration- von dz\ 
zu z zurück, so erhiUt man die Ordinate yfc, wenn die Liinie. hhf 
der Durchschnitt ,de>{ Transversa!- Curve mit der; gegebeni^a.< 

PlÄcbe ist. :■••'■•••.• ; . •'■..:., ;.- 

Von diesem W^rthe yft weiss, man V dass är. grölsis^ bder: 
klfpinefr ist als hh (ditV' Or<|tnate z iwt die Variatiotts r Curve)^> 
Dasselbe weise man von^, .denn diese Werthe ^fej /^lititerr' 
scheidea siph von hh im zweiten Differienziälei durch, den Wekrth 
0L4Sh^4y> einWerth, der für alle Dtfferenzialiön der Variationsr 
Curve gleich Null ist, v^ährend .er für die Bedlngungs-Gleichung^ 
(Transversal -Curve) positiv oder negativ wird, je nachdem die 
Variation ein Minimum oder ein Maximum giebt. .17 ■ 

Diese Werthe von z sind analytische d =/(§, r^ =z: (!/^(ja? dfc cte, 
y.dk djf) (wenn die aüsi.der'Bedingun^-HQleiohungühefVorgehen- 
dea Wepfche dx.^ dy genommen werden). ' 

Femec'wdss man* aus « dem Fundäm^iitalsätz. des 'DifferenzialKr 
Calculs, d. h. aus dem Taylor^scken Lehrsaize^ dass. 7 .. 
f(x ± dr, y ± dy) z=f{x, y) ^d:(f(x, y) + ^d« (/(ar, y) + . . . 

» 

Geometrisp^ i^terpretiirt sind aber ^'.=:. /(a? ±cte^ Sf:=fc dy), 
z\— yh^i z .;i^ ßf ^C{,;.,OrdHWkten Ä,.;,die in. ^^r^Ebene Xr,#uf 
den Punkten x±dx, y^dy senkrecht stehen, .wähiremd. /.(«,, jf). 
dij^, Primate). ^i[ au^^iilckt.^. 4ie in der El^ei^,.,^ auf depi F^m^cte h 
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W«B «ind nun aber d(f(x,i/)^ d^(fi^j}f) u. s* w.? Ebenfalls 
Linien, die in der Ebene XY auf den Punkten x, y senkrecht 
stehen und sich zu bh addiren, oder von bh subtrahiren, je nach- 
dem die Zeichen der verschiedenen Differenzialien beschaffen sind, 
wobei noch erinnert wird, dass zwar das erste Differenzial 
d(f(x,y) gleich Null ist, aber nicht die nachfolgenden Dif- 
ferenzialien. 

Werden diese in demselben Punkte stehenden Linien zu- 
sammengenommen, so geben sie in obenstehender Figur die Linien 
bu, bq> etc. etc. 

Nun ist aber endlich auch z" (das Resultat der Differenzirung 
in' Bezug auf die Curve abto) ebenfalls gleich /(^, j;); es ist dem- 
nach auch für jede willkürliche, formverändemde und durch jeden 
beliebigen Punkt b der Variations - Curve gehende Linie ahw, 
abv.,, die entsprechende Ordinate gleich bte, 6^, also für rechts 
und links liegende Curven grösser, wenn die Variation ein MiÄi- 
mum giebt (und kleiner, wenn die Variation ein Maximum giebt), 
so dass durch Integration Werthe von z hervorgehen müssen, 
die für denselben Punkt (x, y) verschieden sind , also verschiede- 
nen Flächen entsprechen , was auch die Substitution irgend einer 
beliebigen Curve empirisch giebt. (Analytisch ergeben sich ohne- 
hin die gleichen Werthe von z und z\ da diese Grössen durch 

/l \dz 

Integration von l^+jpl^=F gefunden werden, und Fyp, V 

für z wie für z' denselben Werth haben.) 

Zugleich ist erwiesen, dass für diese empirisch gewählten 
Curven die nämliche Ableitung der Variations -Curve,' und das 
nämliche Criterium der Unterscherdung des Maximums und Mini- 
mums gilt, wie sie für die allgemein ableitbaren Curven Gyn, aßm 
gefunden worden sind. 

§ 56. 

Nun können wir sogleich den Ideengang verfolgen ^ den 
Lagrange und Euler (in den späteren Schriften über Variation) 
genommen' habiöti. 

Für' j^e allgemein construirte Curve o}^, sowie für jede 
durch irgend einen Punkt der Variations -Curve gehende empirisch 
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angenommene Curve abw muss der Ausdruck /L dar dy gleich Null 
sein. Nun ist (L) für die Variations- Curve allgemein und für 
beliebig gewählte Curven singulär gleich Null, und bleibt gleich 
Null in allen nachfolgenden Differenzialien , weil in ihnen die 
Wertbe des ersten Differenzials substituirt werden. Für alle 
übrigen allgemeiu construirten Curven erhalten die zweiten und 
höheren Differefnzialien von fLdxdy bestimmte Werthe und sind 
nicht gleich Null, weil in ihnen die Werthe der Bedingungs- 
Gleichung substituirt werden. 

Denn jede empirisch gewählte Curve (Fig. XIII.) abw, abv, 
die mit der Variations - Curve abc einen beliebigen Punkt b 
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gemeinschaftlich hat, hat die Eigen- 
schaft, das8 sämmtliche Ordinaten z 
der Variations - Fläche , die in der 
Transversale ßy liegen, auch für sie 
wie für die Variations-Cutve grösser 
oder kleiner sind, als die Ordinaten in b. 
Aber diess gilt nur für den gemein- 
schaftlichen Punkt b, nicht für andere 
Punkte, z. B. nicht für ?/, ^. Denn in der 
Transversale t]^ hat nur der Durch- 
schnittspunkt mit der Variations-Curve • 
diese Eigenschaft , während für ?; und ^ die auf der Transversale 
vorwärts und rückwärts stehenden Ordinaten continuirlich zu- 
nehmen oder abnehmen. Ebenso in den Punkten v und w, da 
m det Transversal- Curve fgk nur ge ein Minimum ist, nicht aber 
auch vf oder lok. 

Weil aber für den Durchschnittspunkt jede beliebig gewählte 
empirische Curve die Eigenschaft der Variations-Curve hat, so 
gelten auch singulär für sie die Gleichungen der Variations- 

Curve F(te 15= ^dy + g^*^^ ^nd g^ — "g^" =^y also aucl^die 

daraus abgeleitete Gleichung; N — ^ + ^^ "" ■ • = ^- (Für 

die Variations - Curve gilt diese Gleichung allgemein, für eine 
belielÄg gewähltfii Curve 'aber^ nur für deÄ 'Punkt, den sie nait 
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der Variations - Curve gemeinBchaftlich I^at. Eine solebr« Curv.e 
ist für diesen Punkt gleichsam wie die Variätions- 
Curve, und keineswegs gleichsam wie ei»ß Neben- 
Curve, z. B. a^n (der vorhergehenden Figut). 

ZL B. Im Problem § 45, IV, vergleicht Euler die gerade 
Linie y = fw? mit der Veriations-Curve ax as Sy\ Fttr'den'Punkt, 
den beide Curv.en gemeinschaftlich haben, wird y st t;,* also 

dx =r 3n^x^; n = Z'^-. Für x =z a wird n = ^-5, für xpz 2a 

wird n = ^^ a etc. - . ' » •^' 

o 

' dP ' '-''' 

Nun ist in diesem Probleme : iV^ — ^5 [- • • = ^^ — %*> 

fiir die Variations-Curve allgemein gleich Null, hingegen für 
y z=z nx nur für den singulären Werth n = V^«-« Ebenso sind 

Alle nachfolgenden Differenzialien von 1 JV — -7-^ + * * ) ^ ^® 

Variations - Curve allgemein, und fiir die gewählte Curye 
Singular gleich Null, sa daas diese für ihre Nachbar - {Jujrven 
in diesem Punkte ein Maximum oder Minimum ist, wie '<^ess 
(§ 48, Zusatz) bei der Cycloide erläu4«rt worden ist* Dort ist^e 
Fallzeit einer geraden Linie , die einen Pnnkt r mit der Cycloide 
gemeinschaftlich, hat, kleiner als die Fallzeit in den rechts un^ 
links von dieser Linie liegenden geraden Uniea. . \ 

Hat die Variations- Curve diese Eigenschaft in aUen Punktem 
so hat eine gewählte Curve, z. B^ die gerade Linie, sie nür.iq. 
einem Punkte , hingegen können für jeden Punkt der Yariations- 
Curve andere Curven gewählt werden, die wieder singulär fiii 
einen Punkt diese Eigienschaft haben. 

Indem nun Lagrange und Euler die Einschränkung auf sin- J 
guläre Werthe , welche für die gewählten Curven gültig und noth- \ 
w^ndKg ist, auf die Variations -Curve übertragen, für weiche diese' ^ 
Einschränkung nicht nothwendig ist , müssen sie die Variations- J 
Operationen als nurinnerhalb^bestimmter Integral-^^enziöh gültig* Ji 
erklären, was nur auf eif^er Verwechslung der yariatipus::;>,G;tirve \ 
TQii den epipirisel^. f ewfiblteif Curven beruht ;. I^^ritfn,,&U^ ij^r \ 
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die Variation dieso Grenzen unbedingt weg und mit ihnen auch 
die speeifischen Untersuchungen über die Variations-Grenzwerthe. 
Der Ideengang Bernoulli's und Euler's (in seinen früheren 
Schriften, denn BemouUi hat die Bahn gebrochen, die Euler 
noch in: Methodus inveniendi curvas etc, verfolgte) findet hin- 
reichende Erläuterung in der vorausgehenden Figur. Bernoulli ver- 
gleicht nur Curven, die denselben Endpunkt b gemeinschaftlich 
haben. Die Vergleichung zweier Punkte b und r genügte nicht 
für die Variation, wie auch in der That noch der Punkt y dazu 
genommen werden muss. Und überdiess muss mit der Trans- 
versale ßy noch die Transversäle ?;^ verglichen werden. — Es 
bleibt bewunderungswürdig, wie BemouUi von so schwachen 
Anhaltspunkten ausgehend, das richtige Variations - Resultat': 

JV — ^ 1- — -Jf ~ . . =z= ableiten konnte. 

dx dx^ 

§ 57. 

Vergleichen wir die voranstehenden Resultate mit den Re- 
sultaten des n. Abschnittes, so kann uns nicht entgehen, dass 
die Variations -Probleme des III, Abschnittes vielfach anderer 
Art ^ind, als die Variations -Probleme des IIi Abschnittes. Denn 
in diesen haben wir eine Flächen -Gleiehung gegeben^ und un- 
en<^lich viele mögliche Variations - Gurven ; in den Problemen des- 
ny, Abschnittes hingegen haben wir eine Variations -Ourvc und 
un(endlich viele verschiedene Flächen - Gleichungen, wenn die 
Bedingung festgehalten wird, dass die verglichenen Ciirven den- 
selben Punkt (ar, y) gemeinschaftlich, haben sollen. 

k Die Probleme stimmen aber wieder üb^rein,. w^n in 11. 

yiächen- Gleichung und Bedingungs-Gleicbungvflait einander. ge- 

(geben sind , und wenn in HL die singulare Bedingung weggelassen 

fwir49 das« die verglichenen Cur vpn irgend einen beliebigen En|J- 

/ punkt gemeinschaftlich' haben* sollen. 

^ Diesier Unterschied und diese Uebereinstimmung kann uns 

nicht überraschen; vildmebr worden T^ir in Abschnitt, IV. noph 
auf "Ändere Differenzp^nkte treffehu. wo dann Alles, Uebeneinr 
»tiirih^ung^undiVeriscbaedeoiheft geitUgende Erklärung finden wi^^ 




IV. 



Variation der Altsdrücke von der Form: z =:/(',r, y, 7), 5 ..J, 
in denen nebst den Veränderlichen x^ y auch ihre Differen- 

zialien enthalten sind. 



W 



X 




§ 58. . 

r 

h 

Wenn in der Entwicklungs- Geschichte der Probleme ^^s 
vorhergehenden Abschnittes eine berühmte Curve, die Braehys^' 
chrone, den Anfang macht, so stehen an der Spitze der nvJ^ 
folgenden Probleme ebenfalls historisch berühmte Curven, d^e 
Ellipse mid Hyperbel, weil in ihnen die zuerst in Angriff g^ 
nommenen Probleme dieser Art ihre Lösung gefunden haben. ^ 

Es sei a^.'B. das Problem gegeben: Werden auf der Abscisse O^ 
(Fig. XIV.) in zwei beliebigen Punkten und X, zu welcheii 



Fig. XIV. 




die Abscissen x z=: und a? = a ge- 
hören, die Senkrechten OY und-Yfc errich- 
tet, 80 wird die Curve gesucht, welche 
die Eigenschaft hat, dass die Tangente 
jedes beliebigen Punktes c Theile von 
Or und Xk abschneidet, deren Product 
{Oa X Xfc).ein Maximum oder Mini- 
mum ist« 
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Da Oa = y — -v--, Xk = y + (o — ^) j^ ^*? so wird 

z =r {y — ocp) [y -\- (a — x)p)^ der analytische Ausdruck des 
gegebenen Problems. 

Wird z total differenzirt, so wird 

dz = —{2y + (a — 2x)p)p(lx + (2y +(a ~2x)p) dy + 
-{- ((a — 2a?) y — 2 (a — x) xp) dp. 

Da dy z=i pdx ist, so heben sich die beiden ersten Glieder 
dieses Diflferenzials identisch auf, und es bleibt noch dz = 
((a — 2x) y — 2{a — x)xp)dp, was genau dasselbe ist, als ob 
man in z die Grössen x^ y constant und bloss p veränderlich ge- 
nonmien und nach p allein differenzirt hätte. 

Das Differenzial dz gleich Null gesetzt, giebt die beiden 
Gleichungen : dp = 0, und (a — 2x) y — 2{a — x)xp z=zO, welche 
integrirt, die erste die Tangente y -==: ax -{■• ß (die Linie Afc), die 
zweite y^ = Cx(a — x) die Ellipse OcX giebt, wenn C positiv 
ist (oder die entsprechende Hyperbel für einen negativen Werth 
von C). Die Gleichung y^ = Cx (a — x) drückt überdiess aus, 
dass die gegebenen Punkte und Xdie Scheitel dieser Kegel- 
schnitte sind. 

Wird in irgend einem Punkte c die Lage der Tangente äA 
positiv oder negativ verändert, d. h. geht die Tangente in die 
Secanten mn, ob über, so ist das Product der durch die Secan- 
ten fwn, ah . . abgeschnittenen Linien {aO X bX) kleiner als das 
' Product der durch die Tangenten abgeschnittenen Linien, so dass 

die Ellipse OcX der geometrische Ort aller Maxima von z ist. 

Da ferner das totale Differenzial von z gleich Null ist, so 
'^ muss z eine constante Grösse sein, was auch in der That der 
'^' j Fall ist, so dass die merkwürdige Eigenschaft der Ellipse (und 
Hyperbel) hervorgeht, dass die Producte der durch beliebige 
Tangenten in allen Punkten abgeschnittenen Linien hO und kX 
constant sind (was längst bekannt war), und dass überdiess 
j diese Producte in Vergleich zu den von den entsprechenden 
^^^ I Secanten abgeschnittenen Linien Maxima sind, eine von Lagrange 
^' zuerst bemerkte Eigenschaft dieser Kegelschnitte. 
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Von solchen Problemen aus hat die Lehre der oben bezeich- 
neten Variation»- Ausdrücke begonnen. 

§ 59. 

Der Anfang dieser Entwicklung war etwas eigenthümlich. 
Euler bestritt bekanntlich, dass Probleme der Art zu den Varia- 
tionen gehören, und er war zugleich der Erste, der in einer 
1756 erschienenen Abhandlung „über einige Paradoxieen des 
Integral -Calculs" gerade diese Probleme ex professo behandelte, 
und von ihnen in anderer Hinsicht lehrte, dass sie jederzeit 
zweier Auflösungen fähig sind, einer durch Integration, die eine 
willkürliche Constante erfordert, und einer andern durch blosse 
Differenzirung der gegebenen Gleichung. 

Und in der That, wenn ^'constant ist, so findet man die 
gesuchte Curve unmittelbar durch Integration von 

Cdx = {ydx — xdy) (ydx + (a — x) dy). 

Substituirt man aber zweitens in dieser Gleichung den aus 
da = = ( (a — 2x) y — 2 (a — x)xp) abgeleiteten Werth p, 
BO erhält man eine Gleichung des zweiten Grades zwischen o; und 2^, 
die keine willkürliche Constante und auch keine Di£Perenzialien 
mehr enthalt, und deren algebraische Beducüon die Ellipse oder 
Hyperbel giebt, je nachdem C positiv oder negativ ist. 

Diess vornehmlich betrachtet Euler als ein Paradoxon, dass 
die Differenzirung die Stelle der Integration vertreten könne, 
was allerdings merkwürdig genug ist. 

Später nahm Lagrange die Euler'schen Paradoxieen wieder 
auf, und behandelte sie mehrmals in seiner Theorie über die 
Functionen, sowie in seinen Vorlesungen über diese Theorie, 
wobei er fand, dass die Differenzirung dieser constanten Aus- 
drücke zugleich ein Maximum oder Minimum giebt, was wieder 
ein Paradoxon wäre, wenn es vom totalen Differenzial da, und 
nicht von den bloss partiellen Differenzialien nach p oder nach q 
XL. 8. w. verstanden würde. Denn in Hinsicht solcher partieller 
Differenzirungen sind hier allerdings Maxima oder Minima vor- 
handen. 
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Lagrange behandelt diese Schwierigkeiten öfter, sowohl bei 
der Lehre der Berührung vder Curven, als auch bei den Kenn- 
zeichen der Unterscheidung allgemeiner und singulärer Integrale, 
und schBesst in der Functionen- Theorie H, 60, unmittelbar vor 
Beginn der Variations- Rechnung die aufgestellten Resultate mit 
folgender Bemerkung: 

„Allgemein, wenn man die Curve sucht, in welcher eine 

gegebene Function von ^, y, ;p, t-^ ein Maximum oder Minimum 

sein soll, so kann man solches rücksichtlich aller der Grössen 

y, Zi'} ^ 2 suchen, welches eben so viele verschiedene Auf- 
lösungen giebt, und man erhält, allgemein gesprochen, für jede 
gesuchte Curve eine Gleichung von der nemlichen Ordnung, die 
die gegebene Function hat. 

Wäre diese gegebene Function blos eine Function von den 

Elementen der Berührung a, b, c , so würde man, wenn 

man das Maximima oder Minimum nach den letzten Grössen 

du u v 
y, -p, -T^ sucht, noth wendig die nemliche Gleichung finden, 

welche man erhielte, wenn man die gegebene Function einer 
Constante gleich setzte. Hiervon kann man sich leicht über- 
zeugen. Denn setzt man die erste Ableitung von/(a, 6, c..,.), 

nach der höchsten der Ableitungen -~, -j^ .... genommen, gleich 

Null, so erhält man die nemliche Gleichung, welche man findet, 
wenn man, allgemein, die erste Ableitung der Gleichung 

/(a, 6, c....) = ConsL 
nach X, i/y --^ . , . . nimmt. Hieraus folgt , dass diese beiden 

Arten von Aufgaben, obgleich im Grunde sehr verschieden, 
dennoch einerlei Resultate haben, und folglich auf einerlei Weise 
aufgelöst werden können." 

Lagrange entscheidet nicht, ob man rucksichtlich einer der 
Grössen y^ p, q.. differenziren, und die einzelnen Differenzialien 
gleich Null setzen soll, er sagt bloss , dass man es könne; er 
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sagt nicht,, ob z bei Problemen dieser Art nothwendig constant 
ist, er sagt bloss, man finde die nämliche Gleichung, die man 
erhalten würde , wenn man z einer Constante gleich setzte ; er 
sagt nicht, dass Probleme dieser Art gerade Yarialions -Probleme 
sind, aber er setzt sie im Uebergang zu ihnen, und in den spä- 
teren Vorlesungen über die Functionen -Theorie übergeht er ihr 
Verhältniss zur Variation mit Stillschweigen. 

Da bei Aufgaben dieser Art weder Newton's und Leibnizens 
Herschergeist, noch Euler's und Lagrange^s determinirender Ver- 
stand die festen Grundzüge gezeichnet haben, so sind die Methoden 
ihrer Behandlung, namentlich was die -Herstellung des zweiten 
Differenzials zur Unterscheidung des Maximums vom Minimum 
betrifft , noch ziemlich im Ur- Zustande, und haben wie jeder Ur- 
zustand Bequemes und Unbequemes durcheinander. 

Deutsche Mathematiker^ die den Schritt, bei dem Lagrange 
zögerte, entschlossen thaten, haben das Verdienst, wenn es ein 
Verdienst ist, die Aufgaben dieser Art für den Variations-Calcul 
gewonnen zu haben. Denn noch bleibt zu untersuchen, ob sie 
dabei wirkliche Variations- Probleme getroffen haben, oder nicht. 
Durch eine blosse Ueberschrift würden die Probleme das nicht 
werden, was sie nicht schon ihrer Natur nach sind, so wenig, 
als sie durch die Unterlassung einer Ueberschrift das verlieren 
könhten, was sie ihrer Natur nach sind, und ewig sein werden. 



§ 60. 
Ist allgemein z =^ f (os, y, p, q , .) gegeben, so wird 
dz = cp c?y +ö- da?, und für die Bedingungs- Gleichung: = 

dz Fdz dz /l . \dz ,. „ . xr . .. 

ö ö— , woraus -j- = \p+p)^^aie allgememe Vanations- 

Gleichung abgeleitet wird. 

Nun ist TT- = ~r- (Ndy + Pdp -j" Q^ + • •) ^ ^^^ daraus : 



dz = [^ + l){Ndy+Pdp+Qdq+..). 



97 

Weil das Integral von dz gegeben ist, a = f(x, y, p, g . .), 
so wird 2 + c = J*(^l. + 1^ (Ndy + Pdp + Qdq + ..), z + c 

= {^ + i)f(Ndy + Pdp -{-..) -ff(Ndy + Pdp + ..) d{^ + 1). 

Nuni8t/(2\rdy + Pd|, + Qd3 + ..=/(jV-g + 0-..)dy 

+p(P — ^"^"••/■^"•* ^^®^ ^ ^^^ Zeichen des vorigen Abschnittes: 
/(Ndy + Pdp + Qdg + . .) = fLdy +pK. 
Weil endlich fLdy nothwendig gleich Null ist, so wird 

Zusatz. Wird L = N —~ -(- |^ — . . identisch Null, 

oder auch gleich einer Constante^ so muss statt L je eine der 
zwei äquivalenten Formeln des § 38 substituirt werden. Indem 
nun der eine oder andere Fall in den vorliegenden Problemen 
öfter eintritt, und auch anderes scheinbar Paradoxes vorkommt, 
dass z. B. die Gleichung einer Tangente hervorgeht, während 
man die Gleichung der Curve selbst erwartet, so mögen diese 
Umstände Veranlassung zur Lehre gegeben haben, dass die 
Variations - Methode von Ausdrücken, die bloss Differenzialien 
Py q>* enthalten, ganz anders sein müsse, als die Methode bei 
Integral- Ausdrücken, was doch in keiner Weise stattfinden kann, 
weil die Methode eine allgemeine , also überall eine und dieselbe 
ist, wenn sie wirklich als Variations -Methode eintritt, d.h. wenn 
die vorliegenden Probleme gleich den Problemen 11. und III. 
vollkonunene Variations -Probleme sind. 

§6i. 

Aus Ä + c = (^ + l)pK—fpKd(^^ + i) folgt, dass 

der Ausdruck fpKd I =- + i j integrirbar sein muss , weil der 

andere Theil der Gleichung: z -\- c wirklich integrirt ist. Jener 
Ausdruck muss daher gleich Null sein, und diess findet statt, 
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wenn entweder pK = 0, oder r/i — -f* ^) = ^ ist. Ist pK = 0, 
dann wird z ~\- c =z 0, d. h. der gegebene Ausdruck ist noth- 
wendig constant ; ist d i ^ -)~ i j = 0, so wird r- +<• = i =- -^-IjpK. 

Ist nun äi=i — \- l) = 0, so wird = — \- 1 =: c^ oder da 

F = — . (für die Bedingungs- Gleichung) ist: ~ =: r — 1^ 

woraus r = {1 — c) y -\- h als Gleichung der Transversal - Curve 

hervorgeht. Da jede der aufeinanderfolgenden Transversal-Carven 

mit der Variations- Curve einen Punkt gemeinschaftlich hat, weil 

ja dieser gemeinsame Punkt das absolute Maximum oder Minimum 

der Transversal - Curve bestimmt , so folgt c = ^ d. h. es 

erfolgt für die Transversal- Curve dieselbe Gleichung wie für 

die Variations - Curve. Für Probleme dieser Art giebt es' daher 

keine Transversal-Curven , sondern, wenn man sich so ausdrücken 

will, die Variations - Curve ist ihre eigene Transversal - Curve, 

die alle Punkte mit sich gemeinschaftlich, und überdiess die 

Bedingung des Maximums oder Minimums in sich selber hat, 

gerade wie die Ellipse, von der am Eingange dieses Abschnittes 

gehandelt wurde, welche die Bedingung des bei ihr eintretenden 

Maximums in dem Uebergange ihrer Tangenten in die Secanten 

hat , so dass es fVir sie keine weitere Bedingungs - Gleichung 

giebt, als dr^ = dy, Ist aber c =: 0, und r/i; = r/y, so wird 

1 ' . • • ■ 

=- -{- 1 zzi 0^ und es folgt wieder, dass z constant ist, so dass 

alle Ausdrücke dieser Art, wenn sie Eigenschaften ein^ Maxi- 
mums oder Minimums haben sollen, nicht zufällig, sondern mit 
Nothwendigkeit constant sind , so zwar , dass wenn in Gleich- 
ungen dieser Art daß Eine nicht stattfindet, auch das Andere 
nicht eintreten kann. 

Da sich nun die Variation im Allgemeinen auf veränder- 
liche z bezieht, so ist sehr die Frage, ob Ausdrücke von der 
Form: z ~r /(^j .y, p, q * -) zur Variations -Rechnung gehören, 
oder nicht. 
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§ 62. 

Die Behandlungsweise dieser Probleme ist sehr einfach. Bei 
ihnen können die aus der Verbindung der beiden Gleichungen 

da = zy-dy + ^-cte und ö = F^ hervorgehenden For- 
meln nicht in Anwendung kommen, da für constante z beide 
Gleichungen identisch werden, also auch aus ihrer Combination 
nichts weiter geschlossen werden kann. 

Weil nun aber z constant ist, so muss das ganze Differen- 
zial, nach jeder der Veränderlichen genommen werden , so dass 
dz = Mdx + Ndy -|- Pdp + • • = hervorgeht. Heben sich 
mehrere dieser Glieder gegenseitig auf, so zeigen die übrig- 
bleibenden an, nach welcher Eigenschaft (Tangente, Normale, 
Krümmungshalbmesser etc.) der Ausdruck z ein Maximum oder 
Minium giebt. Denn heben sich z. B. Mdx -[- Ndy gegenseitig 
auf und bleibt z. B. dz = Pdp = 0, so erhält man genau das- 
selbe, als wenn man den Ausdruck z bloss nach p differenzirte^ 
und X und y unverändert liesee. Und weil dieses Differenzial 
nothwendig gleich Null ist (indem z constant ist), so muss ein 
Maximum oder Minimum erfolgen. 

Die Entscheidung, ob die gefundene Function ein Maximum 
oder Minimum giebt, erfolgt aus dem Zeichen des zweiten Dif- 
ferenzials. Natürlich darf aber hier bloss nach der- 
jenigen Veränderlichen differenzirt werden, deren 
Differenzial dasjenige Glied in dz herausstellt, aus 
dem die Eigenschaft des Maximums und Minimums ab- 
geleitet wird. 

So ist z. B. im obigen Euler'schen Problem dz -= ((a— 2x)y 
— 2(a — x)xpdp) = 0, und es wurde bloss nach p differenzirt. 
In demselben Sinne auf's Neue differenzirt ist d^z := — 2(a — x) xdp^, 
ein Ausdruck, der für positive x, und weil a? <: « ist, negativ 
bleibt, also unbedingt Maxima liefert. 

Heben sich aber in dz einige oder mehrere der Glieder 
Mdx, Ndy, Pdp., nicht auf, so wird eines derselben, oder 
mehrere, beliebig welche, gleich Null gesetzt, und aus ihnea 
eine Relation gesucht, welche die übrigen Glieder miteinander 

7» 
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zu Null macht. Das Glied, aus welchem diese Relation gesucht 
wird, ist für Maximum und Minimum entscheidend, auch miiss 
im zweiten Differenzial wieder nach derjenigen Veränderlichen, 
aus der es selbst abgeleitet wurde, differenzirt werden. Sind es 
mehrere Glieder, aus den^n diese Relation gesucht wird, so gilt 
für sie das Nämliche, wie für ein Glied. 

Beispiel. Gegeben ist: 
z =z 2(x —pwy + 2 Cv + wy - 2ß (x —pw) 4- ß^ 

(worin der Kürze halber w statt ~-i-^ gesetzt ist). 

Es wird Mdx = (4 (x —ptß) — 2ß) dx; Ndy = 4{y + u>)dy, 
Pdp = 2(^(ß-2(x^^pw)){w + ^^-) +i(y+w)^^dp,Qdq = 

— 2 ( (/y - 2 (07 — jpwj) p -f 2 (y + tu) j ( "tiL \ dq. Setzt man be- 
liebig eines dieser Glieder gleich Null, z. B. das einfachste, 
Ndy^ d. k wird nun bloss nach y differenzirt, so wird y-f-tt? =0, 
oder yg + 1 -^p^ =0. 

Daraus ist eine Relation zu suchen, welche die Summe der 
übrigen Glieder Mdx + Pdp 4- Qdq gleich Null macht. 

Die Gleichung yq -^ 1 -\- p^ = integrirt giebt : py -^ x 
4- c = 0. 

Unter der Bedingung, dass die willkürliche Constante c 
gleich — \ß gesetzt wird, geht diese Gleichung wegen t/ = — w 
in den Ausdruck über: ß — 2 (x — pw) = 0, welcher, da über- 
diess (y + w?) •= ist , Mdx -f- Pdp -(- Qdq zu Null macht. 

Die Variations* Gleichung py :i- x — \ß = integrirt, giebt: 
y* + (x — ^ßy = r', einen Kreis mit willkürlichem Radius, 
dessen Mittelpunkt durch die Coordinaten y = und (x — \ß) z= O 
bezeichnet wird. 

Um zu entscheiden , ob ein Maximum oder Minimum eintritt, 
wird Ndy noch einmal differenzirt, und bloss y als veränderlich 
genommen; diess giebt d{4(y + ^)dy) = 4dy*, so dass die 
Variation Minima giebt. 



j 
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Zusatz 1. Die gegebene Gleichung entspringt aus folgen- 
der Aufgabe ') : 

Man soll eine Curve von der Eigenschaft finden, dass, 
wenn man auf derselben einen Punkt Jf beliebig nimmt, den zu- 
gehörigen Krtimmungs - Mittelpunkt bestimmt, und denselben 
mit zwei gegebenen Punkten A und B durch gerade Linien ver- 
bindet, die Sunune der Quadrate dieser Verbindungs - Linien 
{AOy + (BOy grösser oder kleiner wird, als für jede andere 
Curve. 

Die gefundene Auflösung giebt einen Kreis, der seinen Mittel- 
punkt in der Mitte der geraden Linie -4B hat, so dass die Summe 
der geforderten Quadrate gleich wird: iß^ +t<^^ = iß^^ ®^^® 
constante Grösse. Jede andere Curve, deren Mittelpunkt ß nicht 
in (in die Mitte der Linie AB) fällt, giebt Linien Aii, Bfl, 
deren Quadrate eine grössere Summe geben, als AO^ -h B0\ 
was schon geometrisch aus der Lehre des Dreiecks bekannt, 
und auch ohne Zeichnung deutlich ist. 

Zusatz 2. Unsere Auflösung, in welcher bloss y als ver- 
änderlich genommen wird, vergleicht Curven, welche die Ordi- 
naten y, y-^dy^ y — dy haben. Die verglichenen Curven müssen 
aber, wenn sie Kreise sind, verschiedene Mittelpunkte haben, 
weil Kreise , deren Peripherieen durch verschiedene Punkte (x, y), 
(a? + y + dy) , {oG-Y y — dy) gehen, ihre Mittelpunkte nicht gemein- 
schaftlich haben können, worauf es ankommt, damit für die ge- 
fundene Variations- Curve ein Maximum oder Minimum eintrete. 
Das'selbe gilt allgemein von allen anderen verglichenen Curven. 

Zusatz 3. Ganz ähnliche Resultate erhält man, wenn 
Mdx = 0, oder Pdp = 0, oder (^dq = gesetzt werden; denn 
die Relation, welche die Summe der übrigbleibenden Glieder 
zu Null macht, bleibt dieselbe: ß — 2 {x — jjw) = 0, wie sie 
aus Ndy = gefunden wurde. Uebrigens werden Gleichungen, 
die aus solchen Relationen abgeleitet sind, jederzeit nur sehr 
beschränkte Resultate liefern könne. 



*) Strauch II, Aufgabe 86; Stegmann p. 50. 
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§63. 

Noch ist zu erörtern, ob Probleme dieser Art zu den VAriatioc»^ 
Problemen gezählt werden können. Man wird schwerlich irren, 
wenn man diess thut. Zwar wenn man es mit den Begriffen sehr 
genau nimmt, so ist zwischen veränderlichen und constanten Aus- 
drücken ein sehr grosser Unterschied. 

In den Variations - Problemen ist z veränderlich , und die 
Variations-Curve ist der geometrische Ort aller absoluten Maxima 
oder Minima der Transversal - Curven ; in gegenwärtigen Pro- 
blemen aber ist die genugthuende Curve der geometrische Ort 
aller absoluten Maxima und Minima, die für bestimmte Eigen- 
schaften dieser Curve eintreten ; die Grösse z selbst aber, d. h. 
der gegebene Ausdruck, ist constant. Dadurch sind Untersuch-- 
ungen gegeben, die mit den Variationen parallel gehen, und nur 
den Ausgangspunkt verschieden haben , indem sie auf constante 
Ausdrücke statt auf veränderliche bezogen werden. 

Ein reicher Calcul, wie der Differenzial-Calcul, hat natür- 
lich vielerlei Anwendungen. Doch da die Vermehrung von Titeln 
und Benennungen gerade nicht zum Frommen einer Wissen- 
schaft gereicht, so möchten die gegenwärtigen Probleme immer- 
hin den Variations -Problemen beizugesellen sein, weil sie mit 
ihnen eine sehr wesentliche Beziehung gemeinschaftlich haben. 
Finden sich ja auch zwischen den Problemen II. und HL grosse 
Unterschiede, ohne dass die Probleme II. von den Variationen 
ausgeschieden und durch eigene Benennungen ausgezeichnet zu 
werden brauchten. 

Die eminente Stellung, welche die Probleme des dritten 
Abschnittes haben, bleibt ihnen unverkürzt, und die alten Au- 
toren hatten nicht Unrecht, wenn sie die Integral -Ausdrück« 
allein für wahre Variations - Probleme gelten Hessen. In Bezug 
auf die Wichtigkeit ihrer Resultate bei Erforschung der Natur- 
gesetze können die Probleme II. und IV. ohnehin keinen Vergleich 
mit den Problemen HI. aushalten. 

Die Probleme des HI. Abschnittes sind der Mittelpunkt der 
Variationen; als Integralien umfassen sie die ganze Fülle der bei 
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^c^h^n > Aufgaben möglichem Conibinationen : veränderUcbe 2^ 
Transversal - Curve und Grösstes und Kleinstes nicht bloss gegen 
die zur Transversale gezogenen Curven, sondern absolut gegen 
alle Curven, die irgend einen Punkt oder eine beliebig gegebene 
Eigenschaft mit ihnen gemein haben. 

Die Probleme des IT. und IV. Abschnittes hingegen entr 
haltqn • nur Bruchstücke dieser Fülle der Variationen ; die Pro- 
bleme IL haben ;5war veränderliche z und grösste und kleinste 
Werthe in Bezug auf die Transversal - Curven , nicht aber auch 
in Bezug auf Curven, die beliebige Punkte und Eigenschaften 
mit der Variations - Curve gemein haben ; die Probleme IV. 
kennen weder veränderliche z noch Transversal - Curven , wohl 
aber grösste und kleinste Werthe in Bezug auf Eigenschaften, 
die mit der Variations- Curve selbst gegeben sind, woher es 
kommt, dass auch nur Curven in Vergleichung gezogen werden, 
die diese Eigenschaft mit ihr gen^ein haben. So gilt z. B. die 
im Problem^ § 58 bewiesene Eigenschaft für alle Curven, die 
in irgend einem Punkte die gleiche Tangente mit der Ellipse 
haben, aber bei ihnen nur singulär für den tangirendeu Punkt, 
während sie bei der Ellipse als Variations -Curve allgemein für 
alle Punkte gilt. 

§ 64. 

Die Euler'schen Paradoxieen lassen sich nun sehr gut erklären. 
Ausdrücke , in denen sich mehrere Glieder des ersten Differen- 
zials identisch aufheben (und solche Ausdrücke untersuchte Euler), 
müssen für die übrigbleibenden Glieder dieselbe Integral-Gleichung 
geben, die sie selbst haben, sei es, dass die übrigbleibenden 
Glieder integrirt, oder dass aus ihnen un^ aus der gegebenen 
Gleichung z der Werth p^ oder 5/ etc., eliminirt wird. Enthält 
z ausser x und y bloss /), wie es in den Euler'schen Problemen 
der Fall ist, so erhält man nach Eliminirung von p eine von 
DiiFerenzialien freie Gleichung, so dass in diesem Falle die 
Differenzirung in Verbindung mit algebraischer Elimination die 
Integration vertreten kann. 

Etwas anders verhält es sich, wenn sich einzelne Glieder 
in dz =r Mdx -f- Ndy + Pdp -|- . . nicht identisch heben, sondern 
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ein Glied, gleich Null gesetzt, die Gleichung giebt, welche auch 
die übrigen Glieder zu Null macht. 

Daraus können nicht unbedingt dieselben Integral- Gleich- 
ungen, wie aus dem Gesammt - Ausdrucke z, hervorgehen, aber 
sie sind doch so beschaffen, dass sie dem gegebenen Ausdrucke 
vollkommen genügen, — Resultate, die wir nicht weiter verfolgen, 
da sie mehr den Integral -Calcul betreffen, und dem Zwecke 
der gegenwärtigen Abhandlung zu ferne liegen. 

§65. 

Endlich wird es wohl keiner Erklärung bedürfen, warum 
Ausdrücke von der Form z = f{x, y^ p *•) erst nach den 
Ausdrücken von der Form z =ff(xy y, p ,,)dx behandelt worden 
sind. Es war nöthig, dass aus der Verbindung der beiden 

Gleichungen : dz = ^dy -^^dx , und -z ^ — = die ent- 
scheidende Variations- Gleichung abgeleitet wurde, was bei Pro- 
blemen von der Form z =;^ f(x, y, p, q . ,) nicht möglich ist, 
weil bei ihnen die nöthigen zwei Gleichungen in eine zusammen- 
fallen, indem ihre Grundlage z, statt veränderlich zu sein, con- 
stant ist. 

Und doch ist die Analyse der Variations - Hauptgleichung 
nothwendig, damit in bestimmtester Klarheit eingesehen wird^ 
dass constante z und Maxima und Minima in den Problemen 
des vierten Abschnittes unzertrennlich verbunden sind. Diess ist 
auch der Grund, warum nicht nach der Variations-Hauptgleichung, 
sondern nach der für constante Grössen anwendbaren Methode 
verfahren werden muss, welche verlangt, dass nicht die Summe 
einzelner Glieder, sondern die Sunune aller Glieder von dz 
gleich Null gesetzt werde. 



V. 

Sckluss. 



§66. 

Mit den vorausgehenden Untersuchungen schliesst sich die 
gegenwärtige Abhandlung, da sie bei dem ihr vorgesetzten Ziele 
angelangt ist. Für die Grundlegung ist das Gegebene hinreichend; 
die Theorie selber aber wird allerdings das ganze grosse Gebiet 
zu umfassen haben. Denn noch sind die Functionen von mehr 
als zwei Veränderlichen, mit oder ohne Neben -Gleichungen, 
dann im Besonderen die theilweisen Maxima und Minima zu 
untersuchen , welche die sogenannten isoperimetrischen P'robleme 
im strengsten Sinne des Wortes ausmachen. 

Das Gegebene ist daher nur Fragment, aber doch der An- 
fang und die Grundlage des Ganzen, und wer mit dem Gegen- 
stande vertraut ist, weiss, dass mit diesen Untersuchungen die 
Hauptsache entschieden ist. Finden sich noch Lücken, so sind 
sie wohl so lebhaft empfunden worden, als sie von Andern 
empfunden werden können; sie waren aber durch die fest- 
gesetzten Grenzen dieser Abhandlung geboten. 

§67. 

Ueberblicken wir die Resultate, so ist der Beweis geführt, 
dass die Variations - Operationen durchaus nichts Anderes als 
Differenzial- Operationen sind, und die im Eingange aufgestellte 
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Erklärung über Wesen und Inhalt der Variationen ist in voll- 
ständiger Durchführung erhärtet worden. Auch sind Bezeich- 
nung und Erklärung der Variationen, die Lagrange mit d be- 
zeichnet, und die in Wahrheit Differenzialien sind« rectificirt 
worden. Ein solches Zeichen, z. B. dy^ ist in Bezug auf die 
Flächen -Gleichung die willkürliche, von keiner andern Grösse 
abhängige, also constante Zunahme (it/; und erst durch Hinzu- 
tritt der Bedingungs- Gleichung wird sie von x abhängig, weil 
durch die Bedingungs - Gleichiyi^ die Variations-Curve bestinmit 
wird, in der y als Function von x erscheint, so dass für ein 
beliebiges d^ die Grösse (^ dA^ ^rste Glied der ganzen Zunahme 
von y-^ demnach bedingt, abhängig und veränderlich wird. 

Dadurch erledigt sich auch ein bekanntes Auskunftsmittel^ 
das man gewöhnlich als theoretische Beruhigung vorausschickt, 
übrigens im Calcul selbst niclrt atjwendet. Um nämlich begreif- 
4i<5h,«iu.mai5J>^^ ^ Cjyffjfßjq. \}} j^i^^ funkte zus^name^treffen 
^fiqp^en, gieltt.. n^aq .. il^^en ^inen gleichen .Factor,/ z- B. (a — aj), 
^nd setzt mfl.», |iw,;4ä ^rd^ («.— .«^.)v »9 verschwindet (J^ für 
pp 5=. «^ imd. diei erzgi^gte I*febencurye,,wjrd mit der Hauptpurve 
I^H^apimentireifeQtinüapexv:^ Ab^traet ^^enopi^en ist. diess ganz rieh- 
tig^^pd.»Jlpfnt.^iQl^'S^rJg«tj. pus ;. ^ber mi , gieg^b^n^n Falle ist 
^y pieht(^ ^ndejcß^ ,al^ ^as |Dij?Feren*5ial .{/?/, und die Factoren 
dieses p^fferen^ials sind schpn längst durcii die V^riations-Curve 
bestimmt, so dass man willkürliche !^a0toreii,(a. — .r) weder ein- 
setfi^eo ^oeli wegnehniep kann.. Ueberdiesa Rändelt es sich nicht 
darum I dasjB iy^ d. ,)i. dy gleich HjiTull werc^e, sondern dass die 

■ O/X ax , 

. • ' w «•.•*."■:•( ' ■ • "1 . • • • • ' 

Auch die Frage .ü|>er die Grenziverthe.der Variationen hat 
ihre richtige Stellung erhalten. Allerdings können bei den Varia- 
tionen singulare Werthe eintretet!, wenn z. B. z für die Variations- 
Gup?ine,3eftstMflin..^i^o^utß0 Ä^njcimum d^r Äßninjiw . TUfird^, j oder 
jyena ^if^.^uryß'WeniJ^^pupktß U'^gL b^t» So. ist z. ^. dei;Meri- 
^^ . ijx 'iPfizug ., ^p. ^e, P^p^ltelkrei«^. de^ g^oipeticwJh^ 0^^ ^er 



Maxima der auf dem IIorizoiiite.8eiik?echt.»teheiid^n Qrdinat^n« 
und unter diesen i$t die durch den Zenith geh^de Ordinate ei^ 
absolutes Maximum ^ ein sifigulärer Wertk Diess sajod- jedpct^ 
nicht mehr Variations^^Probleme, sondern gewöhnliche Pifferen;iial7 
Probleme, und sind durch die Theorie der gewöhnlichen Maxima 
und Minima erledigt, so dass sie im Variations-Caicul kein^ 
andere Stelle habeii, als dass sie in gegebenen Problemen, ^k 
Anwendungen des Differenzial - Calculs einfach herüb^jr genommc;^ 
werden. 

§ 69. . 

Im Verlaufe dieser Untersuchungen sind wir öfter a^f Integrale- 
Ausdrucke gestossen, deren weitere Verfolgung den Calcul selbst 
fördern könnte. Wir haben eä, als unserm Ziele fremd liöd feme- 
liegend, übergangen. Doch ednd Var^tion und Integrafion aufffi 
Innigste verbunden, ja man kann sagen, dass der Integrfi]hCalo^l 
vorzugsweise durch die ihm vopi Yari^tions - Calcul gelieferten 
Probleme gross und mündig geworden ist. Von entschiedenster 

Bedeutung ist die Hauptgleich ung:,A^ — % l~T~!4 — • • = ^^ 

die zugleich Bedingungs - Gleichung der Integrabilität gegebener 

dP cPQ 
DiflFerenzial-Gleichunfi^en ist, in welchem Falle. JV — -. — 1- -^ — . . 

identisch gleich Null wird. Der Beweis dieser Gleichung , ihre Ver- 
folgung und Ausbeutung nach allen Seiten hin hat Niemanden mehr 
beschäftigt, als den grossen Analysten Euler, d^n es störtSe, einen 
sor wichtigen Lehrsatz des Integral -Calculs auf die schwankenden 
Variationen seiner Zeit gründen zu. müssen. Und allerdings scheint 
eine solche Ordnung der Beweise höchst sonderbar. Integral^ 
Calcul ist Theorie, Variations - Calcul . ist Anweiidung und sollte 
sich also auf die Theorie stützen, während umgekehrt def thecK 
retische Lehrsatz nur in der Anwendung der Variation bewiesen 
werden konnte; diese war f^r fauler ein fort und fort störendes 
Moment. Seine häufigen Erklärui\gen darüber sind unzweideutig. 

So schreibt er (Institut, calc.integr. III, Appendix Cap. HI, 96 
Scholion 1): j^ Demonstratio hüjuH theorematis orhnino est singukuHt, 
am ex.docirina pariatipmn^ ^.petWi^ .<^uae,.tpmef^.fiib hfic .qrg^mmtq 
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prörma e$t aiiena; tix vero aUa via patet, ad gus demonstrationefn 
pertingendi.^ Etwas später, § 104, setzt er hinzu y^theoremata haec 
(diess sind zum Theile die aequivalenten Gleichungen § 38 unserer 
Abhandlung) eo pntchriora viderUWy quod eorum demomtraHo ejus- 
modi prmdpio mnititur, cu/u^ ratio hinc prorms est alima; propterea 
quod in Ms veritatibtis ntdhun ampKus vestigiwn variationum apparet; 
ex quo nuUufn est dubiumy quin defnonstratio etiam ex alio fönte 
fnagis naturali hauriri queat,^ 

Diese natürliche Quelle, nach der Euler suchte, ist in den 
vorausgehenden Untersuchungen aufgedeckt worden, es ist das 
aus totaler und partieller Differenzirung hervorgehende ssweite 

Differenzial: ^-^ dxdy -j- x-^ dy' +5- ^'y- ^^^ ^^®* Gliedern 

dieses Ausdruckes entsprechen die 'drei äquivalenten Gleich- 
ungen § 38. 

Wird ein solcher Ausdruck: ^-^ dxdy + ^ dt/* + ^ d^y 

durch partielle Integration auf Adxdy oder Bdy^ oder Cd'y 
gebracht, z. B. auf Adxdy (§36), so folgt durch totale Integra- 

tion: f Adxdy := ^ dy =1 fLdxdy + ^%- Daraus folgt aus 

dem Wesen der Integration, wie §36 bewiesen wurde, dass 

dP d^Q 
L = N — -3 1- -~ — . . gleich Null sein müsse , und zwar 

identisch gleich Null, wenn die gegebene Differenzial -Gleichung 
für sich integrabel sein soll, so dass nicht erst eine Function «wi- 
schen X und y in sie substituirt werden muss. Denn wäre jene 
Gleichung nicht identisch gleich Null, so würde aus ihr eine 
Function zwischen x und y gefunden, deren Substitution den 
gegebenen Ausdruck erst integrabel machte, der daher kein für 
sich integrabler Differential -Ausdruck sein könnte. 

Dieses Haupt - Criterium der Integrabilität gegebener Dif- 
ferenzial -Gleichungen dz =z ist ganz und gar dem anderen, 

aber schwächeren, Criterium der Integrabilität ^ ^ = _ ^ 

oxoy üyox 

entsprechend , und wird auch aus derselben Quelle geschöpft und 
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bewiesen. Ist nämlich eine DifiPerenziAl- Gleichung von der Fonn: 

g>dx + yjdy z=i gegeben, so muss ^ = ^ werden, wenn 

die Gleichung für sich integrabel sein soll Diess ist im Grunde 

nichts Anderes, als dass ^ ^ =:= c, es 9 d. h. dass es einerlei ist, 

oxoy vyox' 

ob man einen Ausdruck zuerst nach x und dann nach y^ oder 

zuerst nach y und dann nach x differenzirt 

Also ist es die Eigenschaft eines Gliedes des zweiten par- 
tiellen Differenzials, das ein Criterium der Integrabilität liefert, 
während die Bescha£Penheit <&eier Glieder des nämlichen zweiten 
partiellen Differenzials das andere wichtigere Criterium der In- 
tegrabilität liefert. Aus der historischen Entwicklung des Integral- 
Calculs kann nicht entnommen werden, warum der Beweis dieses 
wichtigen zweiten Criteriums nicht aus der Quelle geschöpft wurde, 
die doch durch den Beweis des ersten Criteriums schon bekannt 
und benützt war. 

Niemand hat sich , wie bemerkt worden ; mit diesem Gegen- 
stande so anhaltend beschäftigt, wie Euler, und es ist zu ver- 
wundern, dass dieser grosse Analyst den Beweis nicht fand, 
den er suchte, dem er nahe war, und dessen sämmtliche Elemente 
bereits vorlagen. Anders war es mit Leibniz und Newton in 
ihrem Verhältniss zum Differenzial-Calcul. Ihnen war ein noth- 
wendiges Zwischenglied des Verständnisses, der Taylor'sche Lehr- 
satz, unbekannt, der erst einige Jahre später entdeckt wurde; 
wäre ihnen dieser bekannt gewesen^ ihr herlicher Genius würde 
augenblicklich die wahre Theorie des Differenzial-Calculs ergriffen 
und festgehalten haben. 

§ 70. 

Mit dem Criterium der Integrabilität: N — -r — \- -j-f — . . = 

ist zugleich ein anderes wichtiges Moment gefunden. Es ist etwas, 
wenn man aus diesem Criterium weiss, dass eine Differenzial- 
Gleichung inte^rirt werden könne; es ist aber mehr, wenn man 
zugleich weiss , wie sie integrirt werden soU^ und das Beste ist, 
wenn die Formel selbst das Verfahren der Integration vor- 
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8cUreit>t. Dtess geschieht k\iet in unsetet Abl^tüng, dftdtirch' 
^asß die zweite Hauptformel mit der ersten \ erbunden wird. Weil 

jy — ;p- Hf -Tif — • t gleich Null ist ^ so bleibt noch : tt- = Ä", d. h. 

Wird diese Gleichung integrirt, 90 folgt si :^ 0, während ^ 
keineswegs gleich Null i^t 

Die eröie Hauptformel aber i N — ;f~'4" jt — • • i wenn sie 

nicht sogleich identisch Null wird, stellt den sogenannten integrirett- 
den Factor heraus , durch dessen MultipKcation die gegebene 
Gleichung mt^rirbar wird. 

Diess sind wichtige Lehrsätze des Integral-Calculs , die hier 
nicht weiter verfolgt werden können; wir begnügen uns, sie auf- 
gestellt und constatirt zu haben. 

' .'■ § 71- • • 

In der Einleitung ist darauf hingedeutet worden, dass die 
Variations- Rechnung das wahre Organ der Naturforschung sei. 
Sie ist es auch ; aber sie znuss als Organ vollkommen , und in 
ihrer eigenen Entwicklung reich genug sein, dass sie dem Reich- 
thum und der Weite der Natur genügen kann. Im Fluge ist die 
Naturwahrheit nicht .zu erhaschen, man muss dafür eine breite 
Grundlage der Forschung haben. 

Wenn man i)i,un bei wirkUchen Problemen Alles untersucht 
und untersuchen kann, Variations- und TransversaI-Curve,.Pro- 
jection und Fläche, alle einflussreichen Momente und die Com- 
binationen*,« die sie. unter sich haben mögen, dann ist Hoffnung 
vorhanden, dass es gelingt, in den stillen und verborgenen Haus- 
halt der Natur zu dringen. AUem, was im Flusse des Seins 
feststehend ist, Alleiti, was Art, Function, Bestimmung 
und Entelechie der Dinge idt; muss ein Maximum der zu 
erzielenden Wirkung ^ und ein Minimum der verwendeten Kraft 
au Griüide Uegen und aMfgßprägt sein, und diess Gepräge muo» 



